Twisting the Baum-Connes morphism by a non-unitary representation by Gomez-Aparicio, Maria-Paula
ar
X
iv
:0
80
3.
24
72
v1
  [
ma
th.
OA
]  
17
 M
ar 
20
08
MORPHISME DE BAUM-CONNES TORDU PAR UNE
REPRÉSENTATION NON UNITAIRE
MARIA PAULA GOMEZ-APARICIO
Résumé. Soit G un groupe loalement ompat et ρ une représen-
tation de dimension nie de G non unitaire. On dénit des algèbres
de Banah analogues aux C∗-algèbres de groupe, C∗(G) et C∗
r
(G),
en onsidérant l'ensemble des représentations de la forme ρ⊗pi, où
pi parourt un ensemble de représentations unitaires de G. On al-
ule la K-théorie de es algèbres pour une large lasse de groupes
vériant la onjeture de Baum-Connes.
abstrat. Let G be a loally ompat group and ρ a non-unitary
nite dimensional representation ofG. We onsider tensor produts
of ρ by some unitary representations of G in order to dene two
Banah algebras analogous to the group C∗-algebras, C∗(G) and
C∗
r
(G). We alulate the K-theory of suh algebras for a large lass
of groups satisfying the Baum-Connes onjeture.
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Introdution
Soit G un groupe loalement ompat et ρ une représentation de
dimension nie de G. Dans [GA07b℄, nous avons déni un analogue
tordu par ρ de la C∗-algèbre maximale de G, que l'on note Aρ(G), en
onsidérant la omplétion de l'espae des fontions ontinues à support
ompat sur G, que l'on note Cc(G), pour la norme
‖f‖ = sup
(π,H)
‖(π ⊗ ρ)(f)‖L(H⊗V ),
pour f ∈ Cc(G) et où le supremum est pris parmi les représentations
unitaires de G. Ces algèbres de groupe tordues sont des algèbres de
Banah ; e sont des C∗-algèbres si et seulement si ρ est unitaire. Elles
apparaissaient alors de façon très naturelle dans l'étude du omporte-
ment de ρ dans l'ensemble des représentations de G de la forme ρ⊗ π,
ave π unitaire. En eet, nous avons alors déni un renforement de
la propriété (T) de Kazhdan [Kaz67℄ en termes d'idempotents dans
Aρ(G) qui nous a permis de montrer que, pour la plupart des groupes
de Lie semi-simples réels ayant la propriété (T), toute représentation
irrédutible de dimension nie ρ est isolée dans l'ensemble des représen-
tations de la forme ρ⊗π, où π parourt l'ensemble des représentations
unitaires et irrédutibles de G.
D'autre part, dans le même artile, nous avons aussi déni un ana-
logue tordu de la C∗-algèbre réduite de G, noté Aρr(G), en onsidérant
la norme sur Cc(G) donnée par la formule
‖f‖ = ‖(λG ⊗ ρ)(f)‖L(L2(G)⊗V ),
où λG est la représentation régulière gauhe de G. Nous avons alors
montré que si le groupe G est non-ompat et a la propriété (T) tordue
dénie dans [GA07b℄, es deux algèbres tordues n'ont pas la même K-
théorie. Lorsque ρ est unitaire, ei est un résultat lassique : dans e
as les algèbres tordues oïnident ave les C∗-algèbres de groupe C∗(G)
et C∗r (G), respetivement, et la propriété (T) tordue oïnide ave la
propriété (T) de Kazhdan. C'est un résultat onnu qui dit que si un
groupe non-ompat G a la propriété (T), alors C∗(G) et C∗r (G) n'ont
pas la même K-théorie, e qui a d'ailleurs onstitué pendant longtemps
une barrière pour la vériation de la onjeture de Baum-Connes pour
des groupes innis disrets ayant la propriété (T) (f. [Jul97℄).
Le but de et artile est de aluler la K-théorie des algèbres tor-
dues pour une large lasse de groupes vériant la onjeture de Baum-
Connes. Pour ei, nous allons onstruire deux morphismes tordus, µρ
et µρ,r, qui vont du membre de gauhe du morphisme de Baum-Connes
dans la K-théorie des algèbres tordues et qui oïnident ave les mor-
phismes de Baum-Connes lassiques, µ et µr, si ρ est unitaire. Les
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algèbres tordues étant des algèbres de Banah, notre outil prinipal
sera la KK-théorie banahique de Laorgue (f. [Laf02b℄). Nous allons
alors montrer que les algèbres tordues se omportent de la même façon
que C∗(G) et C∗r (G) au niveau de la K-théorie.
On rappelle que la onjeture de Baum-Connes propose une façon de
aluler la K-théorie de C∗(G) pour tout groupe loalement ompat
G (f. [BCH94℄). Plus préisément, Baum, Connes et Higson ont déni
un morphisme d'assemblage
µr : K
top(G)→ K(C∗r (G)),
où Ktop(G) est la K-homologie G-équivariante à support ompat du
lassiant universel pour les ations propres de G, noté EG. Ce mor-
phisme, appelé désormais morphisme de Baum-Connes, peut être déni
à l'aide de la KK-théorie équivariante de Kasparov (f. [Kas88℄). La
onjeture de Baum-Connes arme que µr est un isomorphisme pour
tout groupe loalement ompat G.
La méthode la plus puissante pour montrer la onjeture de Baum-
Connes, appelée de façon générale méthode du dual Dira-Dira a été
introduite par Kasparov dans son preprint de 1981 (publié après dans
[Kas88℄) pour démontrer la onjeture de Novikov dans le as des varié-
tés dont le groupe fondamental est un sous-groupe disret d'un groupe
de Lie onnexe. Elle a été ensuite énonée dans une forme très géné-
rale par Tu (f. [Tu99℄) qui onsiste à onstruire un élément de Dira
d dans KKG(A,C) et un élément dual-Dira η dans KKG(C, A),
pour A une G-C∗-algèbre propre, tels que, si on onsidère l'élément
de KKG(C,C) déni par la formule γ := η ⊗A d, où ⊗A denote le
produit de Kasparov au-dessus de A, alors γ doit agir par l'iden-
tité sur Ktop(G) ; plus préisément, on demande que p∗(γ) = 1 dans
KKG⋉EG(C0(EG), C0(EG)), où p : EG → {pt} est la projetion de
EG sur le point. Un élément γ ave es propriétés est appelé élément
γ de Kasparov. Tu a montré que si un élément γ de Kasparov existe,
alors le morphisme de Baum-Connes µr est injetif. Si de plus γ = 1
dans KKG(C,C), alors µr est un isomorphisme.
Par ailleurs, on peut aussi onstruire un morphisme
µ : Ktop(G)→ K(C∗(G)),
(f. [BCH94℄). Les résultats de Tu impliquent que s'il existe un élément
γ = 1 dans KKG(C,C) omme i-dessus, alors µ est aussi un isomor-
phisme (f. [Tu99℄).
Dans [Kas88℄, Kasparov a utilisé la méthode originale pour montrer
l'injetivité de µr (et don la onjeture de Novikov) pour tout groupe
de Lie semi-simple et pour tout sous-groupe fermé d'un groupe de Lie
semi-simple. Depuis, un élément γ de Kasparov a été onstruit, par
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exemple, par Kasparov et Skandalis et puis par Higson et Kasparov,
pour une lasse très vaste de groupes, notée C dans [Laf02b℄. Nous rap-
pelons ii, par soui de ommodité pour le leteur, que ette lasse est
onstituée par les groupes suivants :
 les groupes loalement ompats agissant de façon ontinue, propre
et isométrique sur une variété riemannienne omplète simplement
onnexe à ourbure setionnelle négative ou nulle (f. [Kas88℄), ou
sur un immeuble de Bruhat-Tits ane (f. [KS91℄),
 les groupes disrets agissant proprement et par isométries sur un
espae métrique faiblement géodésique, faiblement bolique et de
géométrie o-uniforme bornée (f. [KS03℄ et [Tza00℄ pour la termi-
nologie o-uniforme),
 les groupes loalement ompats a-T-menables, 'est-à-dire qui
agissent de façon ane, isométrique et propre sur un espae de
Hilbert (f. [HK01℄).
La lasse C ontient, en partiulier, tous les groupes moyennables, tous
les groupes hyperboliques au sens de Gromov et tous les groupes p-
adiques.
Dans [JK95℄, Julg et Kasparov ont aussi prouvé l'égalité γ = 1 dans
KKG(C,C), et don la bijetivité du morphisme de Baum-Connes,
pour SU(n, 1). Higson et Kasparov ont ensuite généralisé leur résul-
tat pour tous les groupes a-T-menables (f. [HK01℄).
Revenons maintenant aux algèbres de groupe tordues. Pour tout
groupe loalement ompat (et dénombrable à l'inni) et pour toute
représentation ρ de dimension nie, nous allons onstruire deux mor-
phismes
µρ : K
top(G)→ K(Aρ(G)) et µρ,r : K
top(G)→ K(Aρr(G)).
Nous allons ensuite montrer que µρ et µρ,r sont des isomorphismes pour
tout groupe loalement ompat pour lequel il existe un élément γ de
Kasparov qui est égal à 1 dans KKG(C,C). Plus préisément, nous
allons montrer les deux théorèmes suivants. On rappelle que
Ktop(G) = lim
−→
KKG(C0(Y ),C),
où la limite indutive est prise parmi les parties Y G-ompates de EG.
Théorème 0.1. Supposons que pour toute partie G-ompate Y de
EG, il existe une G-C∗-algèbre propre B et η ∈ KKG(C, B) et d ∈
KKG(B,C) tels que γ = η ⊗B d ∈ KKG(C,C) vérie p
∗(γ) = 1 dans
KKG⋉Y (C0(Y ), C0(Y )), où p est la projetion de Y vers le point, si bien
que γ agisse par l'identité sur Ktop(G). Alors, pour toute représentation
ρ de dimension nie, les morphismes µρ et µρ,r sont injetifs.
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Théorème 0.2. Soit G un groupe loalement ompat tel qu'il existe
une G-C∗-algèbre propre B, et des éléments η ∈ KKG(C, B) et d ∈
KKG(B,C) tels que si on pose γ = η ⊗B d ∈ KKG(C,C) on a γ = 1.
Alors, pour toute représentation ρ de dimension nie de G, µρ et µρ,r
sont des isomorphismes.
Cei implique en partiulier que µρ et µρ,r sont injetifs pour tout
groupe appartenant à la lasse C et e sont des isomorphismes pour tout
groupe a-T-menable. Dans e as, les algèbres Aρ(G), Aρr(G), C
∗(G)
et C∗r (G) ont don toutes la même K-théorie.
Dans un autre artile (f. [GA08℄), qui fait partie de [GA07a℄, nous
montrerons que µρ,r est un isomorphisme pour tout groupe ayant la
propriété (RD) et appartenant à une sous-lasse de C, notée C′ par
Laorgue (f. [Laf02b, Introdution℄). En partiulier, on obtiendra la
bijetivité du morphisme µρ,r pour tout groupe de Lie rédutif réel,
pour tout groupe hyperbolique et pour tous les sous-groupes disrets
et oompats de SL3(F ), où F est un orps loal, de SL3(H) et de
E6(−26) (f. [Laf00℄, [Cha03℄). Le morphisme de Baum-Connes tordu
µρ,r est alors un isomorphisme pour la plupart des groupes pour les-
quels on sait montrer que le morphisme de Baum-Connes lassique
l'est. De plus, la bijetivité du morphisme tordu ne semble pas être
plus faile à démontrer que la onjeture de Baum-Connes elle-même,
l'algèbre tordue Aρr(G), à diérene des omplétions inonditionnelles
introduites par Laorgue, n'étant pas plus stable que C∗r (G) par le pro-
duit de Shur ([Laf02a℄). Cependant, on va montrer (f. propostion 1.5)
que les algèbres tordues peuvent être très petites, 'est-à-dire onte-
nues dans des algèbres L1 qui sont des omplétions inonditionnelles
(f. [Laf02b℄). Cei nous fait roire que la onjeture de Baum-Connes
est fortement liée à la bijetivité du morphisme tordu et on peut es-
pérer que les deux soient vériées toujours au même temps. On rap-
pelle que Higson, Laorgue et Skandalis dans [HLS02℄ ont donné un
ontre-exemple à la généralisation de la onjeture de Baum-Connes
aux ations de groupe (onnue omme la onjeture de Baum-Connes
à oeients), e qui nous laisse penser que le morphisme tordu ne doit
pas être un isomorphisme pour tous les groupes loalement ompats ;
mais on peut espèrer que ça soit le as pour tous les groupes de la lasse
C.
Dans le as des groupes abéliens, les algèbres tordues avaient déjà étés
onsidérées par Bost dans le adre du prinipe d'Oka (f. [Bos90℄).
Remeriements.Ce travail fait partie des travaux présentés pour l'ob-
tention de mon Dotorat réalisé sous la diretion de Vinent Laorgue.
Je tiens à le remerier pour sa grande disponibilité et ses suggestions.
Je remerie aussi Georges Skandalis pour ses élairissements et ses
onseils et Hervé Oyono-Oyono pour ses ommentaires.
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1. Algèbres de groupe tordues
1.1. Dénitions et propriétés prinipales. Soit G un groupe loa-
lement ompat et soit dg une mesure de Haar à gauhe sur G. On note
∆ la fontion modulaire de G ('est-à-dire que dg−1 = ∆(g)−1dg pour
tout g ∈ G).
Soit A une G-C∗-algèbre. Pour tout g ∈ G et pour tout a ∈ A, on note
g.a, ou g(a), l'ation de g sur a. On onsidère alors l'espae vetoriel
des fontions ontinues à support ompat sur G et à valeurs dans A,
que l'on note Cc(G,A), muni de la struture d'algèbre involutive dont
la multipliation est donnée par
(f1 ∗ f2)(g) =
∫
G
f1(g1)g1(f2(g
−1
1 g))dg1,
pour f1, f2 ∈ Cc(G,A) et l'involution par
f ∗(g) = g(f(g−1))∗∆(g−1),
pour f ∈ Cc(G,A) et g ∈ G. De façon générale, on représente tout
élément f de Cc(G,A) par l'intégrale formelle
∫
G
f(g)egdg, où eg est
une lettre formelle satisfaisant le onditions suivantes
egeg′ = egg′ , e
∗
g = (eg)
−1 = eg−1 et egae
∗
g = g.a,
pour tous g, g′ ∈ G et pour tout a ∈ A.
On note C∗(G,A) et C∗r (G,A) les produits roisés, maximal et réduit
respetivement, de G et A. De plus, on note
L2(G,A) = {f ∈ Cc(G,A)|
∫
G
f(g)∗f(g)dg onverge dansA},
et λG,A la représentation régulière gauhe de Cc(G,A) dans L
2(G,A)
donnée par la formule
λG,A(f)(h)(t) =
∫
G
t−1(f(s))h(s−1t)ds,
pour f ∈ Cc(G,A), h ∈ L
2(G,A) et t ∈ G. On rappelle que λG,A induit
un unique morphisme de C∗-algèbres de C∗(G,A) dans C∗r (G,A) que
l'on note enore λG,A par abus de notation.
Tout le long de l'artile, une représentation ρ de dimension nie de
G sera une représentation de G sur un espae vetoriel omplexe de di-
mension nie, muni d'une struture hermitienne. On note (ρ, V ) toute
représentation de G sur un espae V pour simplier les notations et
quand on veut préiser l'espae sur lequel G agit. Le produit tensoriel
de C∗-algèbres sera toujours le produit tensoriel minimal.
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Soit (ρ, V ) une représentation de dimension nie de G. On onsidère
alors l'appliation
Cc(G,A)→ Cc(G,A)⊗ End(V )∫
G
f(g)egdg 7→
∫
G
f(g)eg ⊗ ρ(g)dg.
Elle nous permet de donner la dénition de produits roisés tordus
suivante. Soit C∗(G,A)⊗End(V ) (resp.C∗r (G,A)⊗End(V )) le produit
tensoriel minimal de C∗-algèbres.
Dénition 1.1. Le produit roisé tordu par ρ (resp. produit roisé
tordu réduit), noté A ⋊ρ G (resp. A ⋊ρr G), est le omplété-séparé de
Cc(G,A) pour la norme
‖
∫
G
f(g)egdg‖A⋊ρG = ‖
∫
G
f(g)eg ⊗ ρ(g)dg‖C∗(G,A)⊗End(V ),
(resp. ‖.‖C∗r (G,A)⊗End(V )).
Si A = C, alors on note
Aρ(G) := C⋊ρ G et Aρr(G) := C⋊
ρ
r G.
On a alors la proposition suivante
Proposition 1.2. Les produits roisés tordus A⋊ρ G et A ⋊ρr G sont
des algèbres de Banah. Ce sont des C∗-algèbres si et seulement si ρ
est une représentation unitaire. Dans e as, A ⋊ρ G = C∗(G,A) et
A⋊ρr G = C
∗
r (G,A), à équivalene de norme près.
Démonstration. Il est lair que e sont des algèbres de Banah. On va
montrer qu'elles oïnident ave les produits roisés C∗-algébriques si
et seulement si ρ est unitaire dans le as où A = C, le as général étant
analogue. Supposons que ρ soit une représentation unitaire de G. Par
dénition, si f ∈ Cc(G) alors
‖f‖Aρ(G) = sup
(π,H)
‖(π ⊗ ρ)(f)‖L(H⊗V ),
où le supremum est pris parmi les représentations unitaires de G.
Alors on a trivialement l'inégalité de normes ‖.‖Aρ(G) ≤ ‖.‖C∗(G) de
sorte que Aρ(G) est un quotient de C∗(G). Soit (ρ∗, V ∗) la représen-
tation ontragrédiente de G sur l'espae dual V ∗ de V . Don, omme
(V ∗ ⊗ V )G = HomG(V, V ), la représentation triviale 1G de G est for-
tement ontenue dans ρ∗ ⊗ ρ. Cei implique que toute représenta-
tion unitaire π est fortement ontenue dans π ⊗ ρ∗ ⊗ ρ, et don que
toute représentation unitaire π est fortement ontenue dans l'ensemble
{σ ⊗ ρ| σ une représentation unitaire}. D'où ‖.‖C∗(G) ≤ ‖.‖Aρ(G) et
C∗(G) = Aρ(G), à équivalene de norme près.
D'autre part, pour f ∈ Cc(G),
‖f‖Aρr(G) = ‖(λG ⊗ ρ)(f)‖L(L2(G)⊗V ),
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où λG : G → L(L
2(G)) est la représentation régulière gauhe de G.
Dans e as, le résultat vient du fait que la représentation régulière de
G est absorbante : la représentation λG ⊗ ρ est unitairement équiva-
lente à λG ⊗ IdG, où on note IdG la représentation triviale G sur V ;
l'opérateur d'entrelaement entre es deux représentations est donné
par l'appliation
L2(G, V )→ L2(G, V )
f 7→
(
g 7→ f(g)ρ(g−1)
)
,
(en identiant L2(G) ⊗ V ave L2(G, V )). Il est faile de vérier que,
T (λG ⊗ ρ)(g) = (IdG ⊗ λG)(g)T , pour tout g ∈ G.

Remarque 1.3. (1) Il est lair que λG,A induit un unique morphisme
d'algèbres de Banah
λ
ρ
G,A : A⋊
ρ G→ A⋊ρr G.
(2) Si on hoisit une autre norme sur V , omme deux normes sur
V sont toujours équivalentes, on obtient alors une norme équi-
valente sur A⋊ρG. En partiulier, si G est un groupe ompat,
omme toute représentation de G sur un espae de Hilbert est
unitarisable, alors A⋊ρ G = C∗(G,A), à équivalene de norme
près. De même dans le as de A⋊ρr G.
(3) Soit ρ∗ la représentation ontragrédiente de ρ sur l'espae dual
V ∗ de V . Si ρ et ρ∗ sont onjuguées par un opérateur unitaire de
V dans V ∗, alors Aρ(G) et Aρr(G) sont des algèbres involutives.
Exemple 1.4. Soit G = Z et soit ρ : Z→ C un aratère de Z. Soit Sρ
le erle dans C de rayon |ρ(1)|. Alors Aρr(G) est l'algèbre des fontions
ontinues sur Sρ.
La proposition suivante montre que les algèbres tordues peuvent être
petites, 'est-à-dire ontenues dans des algèbres L1.
Proposition 1.5. Soit Γ est un groupe disret et ρ une représentation
de Γ sur un espae vetoriel de dimension nie V muni d'une norme
hermitienne et telle que
∑
γ
1
‖ρ(γ)‖End(V )
onverge. Alors, pour toute Γ-
C∗-algèbre A,
A⋊ρr (Γ) ⊂ l
1(Γ, A) ⊂ C∗r (Γ, A).
Démonstration. Soit A une Γ-C∗-algèbre. Supposons d'abord par sim-
pliité que A est unifère et notons 1A son unité. Soit λΓ,A la représenta-
tion régulière gauhe de C∗r (Γ, A) dans l
2(Γ, A). On note δ l'élément de
l2(Γ, A) qui envoie l'identité e de Γ vers 1A et qui est nulle sur γ 6= e.
Soit f ∈ Cc(Γ, A) que l'on note sous la forme
∑
γ
f(γ)eγ. On a alors que
‖λΓ,A(f)δ‖l2(Γ,A) ≤ ‖
∑
γ
f(γ)eγ‖C∗r (Γ,A),
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par déntion de C∗r (Γ, A). Or,
‖
∑
γ
f(γ)eγ‖l2(Γ,A) = ‖
∑
γ
γ−1
(
f(γ)∗f(γ)
)
‖
1
2
A
= ‖λΓ,A(f)δ‖l2(Γ,A),
don, l'appliation
φ : Cc(Γ, A)→ Cc(Γ, A)∑
γ
f(γ)eγ 7→
∑
γ
eγγ
−1(f(γ)),
se prolonge en une appliation ontinue injetive de C∗r (Γ, A) dans
l2(Γ, A) de norme inférieure ou égale à 1.
De plus,
‖
∑
γ
γ−1
(
f(γ)∗f(γ)
)
‖
1
2
A ≥ sup
γ∈Γ
‖γ−1
(
f(γ)∗f(γ)
)
‖
1
2
A
≥ sup
γ∈Γ
‖f(γ)∗f(γ)‖
1
2
A
≥ sup
γ∈Γ
‖f(γ)‖A,
don ‖f‖l∞(Γ,A) ≤ ‖f‖l2(Γ,A), où l
∞(Γ, A) est le omplété de Cc(Γ, A)
pour la norme
‖f‖ = sup
γ∈Γ
‖f(γ)‖A,
pour f ∈ Cc(Γ, A). Don, φ se prolonge en une appliation injetive de
C∗r (Γ, A) dans l
∞(Γ, A) qui est de norme inférieure ou égale à 1.
Soit l∞,ρ(Γ, A) le omplété de Cc(Γ, A) pour la norme
‖f‖ = sup
γ∈Γ
‖f(γ)‖A‖ρ(γ)‖End(V ).
Comme A ⋊ρr Γ et l
∞,ρ(Γ, A) s'envoient de façon isométrique dans
C∗r (Γ, A) ⊗ End(V ) et dans l
∞(Γ, A) ⊗ End(V ) respetivement, on a
que pour toute f ∈ Cc(Γ, A)
‖f‖l∞,ρ(Γ,A) ≤ ‖f‖A⋊ρrΓ.
Soit C une onstante positive telle que
∑
γ
1
‖ρ(γ)‖
< C. On a alors, pour
tout f ∈ Cc(Γ, A),
‖f‖l1(Γ,A) =
∑
γ
‖f(γ)‖A‖ρ(γ)‖
1
‖ρ(γ)‖
≤
(
sup
γ∈Γ
‖f(γ)‖A‖ρ(γ)‖
)∑
γ
1
‖ρ(γ)‖
≤ C‖f‖l∞,ρ(Γ,A)
≤ C‖f‖A⋊ρrΓ,
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don, il existe une appliation ontinue de norme inférieure ou égale à
1 de A⋊ρr Γ dans l
1(Γ, A) qui prolonge l'indentité sur Cc(Γ, A).
Supposons maintenant que A n'est pas unifère. Soit (ui)i∈I une unité
approhée de A. Pour tout i ∈ I, soit δi la fontion sur Γ qui envoie
l'identité de Γ sur ui et telle que, pour tout élément γ de Γ diérent de
l'identité, δi(γ) est nul. Dans e as, pour tout f ∈ Cc(Γ, A),
lim
i
‖λΓ,A(f)δi‖A = ‖f‖l2(Γ,A),
et omme ‖δi‖l2(Γ,A) ≤ 1, ar ‖ui‖A ≤ 1,
‖f‖l2(Γ,A) ≤ ‖f‖C∗r (Γ,A),
e qui implique que C∗r (Γ, A) ⊂ l
2(Γ, A). On alors que C∗r (Γ, A) ⊂
l∞(Γ, A) et la même démonstration que dans le as unifère montre que
s'il existe une onstante C > 0 telle que
∑
γ
1
‖ρ(γ)‖
< C, alors
A⋊ρr Γ ⊂ l
1(Γ, A).

1.2. Fontorialité. Le lemme suivant dit que la onstrution des pro-
duits roisés tordus est fontorielle. Nous donnons d'abord la dénition
suivante
Dénition 1.6. Soient B et C deux G-C∗-algèbres ρ une représenta-
tion de dimension nie de G et θ : B → C un morphisme G-équivariant
de C∗-algèbres. On note θ˜ l'appliation linéaire ontinue de Cc(G,B)
dans Cc(G,C) telle que pour tout f ∈ Cc(G,B),
θ˜(f)(g) = θ(f(g)).
Lemme 1.7. L'appliation θ˜ se prolonge en un morphisme d'algèbres
de Banah θ⋊ρG : B⋊ρG→ C⋊ρG (resp. θ⋊ρrG : B⋊
ρ
rG→ C⋊
ρ
rG).
Démonstration. En eet,
‖(θ ⋊ρ G)(f)‖C⋊ρG = ‖
∫
G
θ(f(g))eg ⊗ ρ(g)dg‖C∗(G,C)⊗End(V )
≤ ‖(C∗(G, θ)⊗ IdV )
∫
G
f(g)eg ⊗ ρ(g)dg‖C∗(G,C)⊗End(V )
≤ ‖C∗(G, θ)⊗ IdV ‖Hom(C∗(G,B)⊗End(V ),C∗(G,C)⊗End(V ))‖f‖B⋊ρG,
où C∗(G, θ) : C∗(G,B) → C∗(G,C) est le morphisme induit par θ.
Autrement dit, on a un diagramme ommutatif
Cc(G,B) //
θ˜

B ⋊ρ G // C∗(G,B)⊗ End(V )
C∗(G,θ)⊗IdV

Cc(G,C) // C ⋊ρ G // C
∗(G,C)⊗ End(V ).
Il en est de même dans le as du produit roisé tordu réduit. 
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2. Morphisme de Baum-Connes tordu
Notre but est de aluler la K-théorie des produits roisés tordus.
Soit EG l'espae lassiant pour les ations propres de G. Pour toute
G-C∗-algèbre A, on note Ktop(G,A) la K-homologie G-équivariante de
EG à valeurs dans A introduite dans [BCH94℄. Dans ette setion, pour
toute représentation ρ de dimension nie de G, nous allons onstruire
deux morphismes de groupes :
µAρ : K
top(G,A)→ K(A⋊ρ G) et µAρ,r : K
top(G,A)→ K(A⋊ρr G).
2.1. Flèhe de desente tordue. Soient G un groupe loalement
ompat et (ρ, V ) une représentation de dimension nie de G. Soient
A et B deux G-C∗-algèbres. Dans [Kas88, Theorem 3.11℄, Kasparov a
déni deux morphismes de desente, jG et jGr , qui vont de KKG(A,B)
dans KK(C∗(G,A), C∗(G,B)) et dans KK(C∗r (G,A), C
∗
r (G,B)), res-
petivement, et qui permettent de dénir le morphisme de Baum-
Connes en utilisant la KK-théorie de Kasparov. Nous allons ii dénir
deux morphismes de desente tordus
jρ : KKG(A,B)→ KK
ban(A⋊ρ G,B ⋊ρ G),
jρ,r : KKG(A,B)→ KK
ban(A⋊ρr G,B ⋊
ρ
r G),
analogues à jG et jGr . On remarque ependant que, omme A⋊
ρ G et
B ⋊ρ G sont des algèbres de Banah, es morphismes ont néessaire-
ment une image dans la KK-théorie banahique de Laorgue, notée
KKban, et non pas dans la KK-théorie de Kasparov. La onstrution
des morphismes tordus est analogue à la onstrution de la desente
banahique dans le as des omplétions inonditionnelles [Laf02b, Se-
tion 1.5℄.
Notations. Introduisons d'abord quelques notations. Si A est une C∗-
algèbre, on note A˜ son algèbre unitarisée.
On appelle longueur sur G toute fontion ℓ : G → [0,+∞[ ontinue
et telle que ℓ(g1g2) ≤ ℓ(g1) + ℓ(g2), pour tout g1, g2 ∈ G.
Soient A et B deux G-C∗ algèbres et soit E un G-(A,B)-bimodule de
Kasparov ('est-à-dire que E est un G-B-module hilbertien et A agit
sur E par un morphisme G-équivariant de A dans L(E) f. [Kas88℄).
On note < ., . >: E × E → B la forme sesquilinéaire qui fait de E un
B-module hilbertien. La norme sur E dénie par
‖x‖E = ‖〈x, x〉‖
1
2
B,
fait de E un espae de Banah sur lequel G agit de façon ontinue. De
plus, on a que ‖xb‖E ≤ ‖x‖E‖b‖B et ‖gx‖E ≤ ‖x‖E pour tout g ∈ G,
b ∈ B et x ∈ E, don E est un G-B-module de Banah à droite (f.
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[Laf02b, Setion 1.1℄).
On onsidère leG-B-module de Banah à gauhe non-dégénéré déter-
miné par E, que l'on note E, tel qu'il existe une isométrie C-antilinéaire
∗ : E → E vériant b∗x∗ = (xb)∗ pour x ∈ E et b ∈ B. On dénit alors
un rohet 〈., .〉 : E×E → B, que l'on note 〈., .〉 par abus de notation,
par la formule 〈x∗, y〉 = 〈x, y〉 pour x, y ∈ E.
D'après [Laf02b, propostion 1.14℄, (E,E) est alors une G-B-paire
et l'ation G-équivariante de A sur E fait de (E,E) un G-(A,B)-
bimodule de Banah. Si T ∈ LB(E) l'appliation T
∗
= (∗)T ∗(∗)−1
dénit un élément de LB(E).
Pour toute longueur ℓ sur le groupe G, on note ι l'appliation :
ι : KKG(A,B)→ KK
ban
G,ℓ (A,B),
dénie dans [Laf02b, Setion 1.6℄ et déterminée par l'appliation :
EG(A,B)→ E
ban
G,ℓ (A,B)
(E, T ) 7→
(
(E,E), (T
∗
, T )
)
,
où on note EG(A,B) l'ensemble des yles G-équivariants sur le ouple
(A,B) (f. [Kas88℄, voir aussi [Ska91, Dention 9.4℄) et EbanG,ℓ (A,B)
est l'ensemble des lasses d'isomorphisme de yles banahiques
(G, ℓ)-équivariants sur (A,B) (f. [Laf02b, Dénition 1.2.2℄).
Si B est une algèbre de Banah, E est un B-module de Banah à
droite et F est un B-module de Banah à gauhe, on note E ⊗πB F
le produit tensoriel projetif de E et F au-dessus de B, 'est-à-dire
le omplété-séparé du produit tensoriel algébrique E ⊗algC F pour
la plus grande semi-norme ‖.‖ telle que ‖x ⊗ by − xb ⊗ y‖ = 0 et
‖x⊗ y‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖ pour x ∈ E, y ∈ F et b ∈ B.
Si E et F sont deux B-paires, on note LB(E, F ) l'espae des mor-
phismes de B-paires. Pour ξ ∈ E< et y ∈ F>, on rappelle que l'on note
|y〉〈ξ| ∈ LB(E, F ) le morphisme de B-paires déni par
|y〉〈ξ|> : E> → F>
x 7→ y〈ξ, x〉,
et
|y〉〈ξ|< : F< → E<
η 7→ 〈η, y〉ξ.
Un morphisme de B-paires de E dans F est ompat s'il est limite
dans LB(E, F ) de ombinaisons linéaires de morphismes de la forme
|y〉〈x| (f. [Laf02b, Dénition 1.1.3℄). On note KB(E, F ) l'espae des
morphismes ompats de E dans F .
On onsidère l'espae vetoriel Cc(G,E) (resp. Cc(G,E)) des
fontions ontinues à support ompat sur G à valeurs dans E (resp. à
valeurs dans E) et on note x ∈ Cc(G,E) sous la forme x =
∫
G
x(g)egdg
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(resp. ξ ∈ Cc(G,E) sous la forme ξ =
∫
G
egξ(g)dg).
Soient C∗(G,E) et C∗r (G,E) les omplétés de Cc(G,E) dénis
omme dans [Kas88, Denition 3.8℄. On onsidère alors le module hil-
bertien C∗(G,E)⊗End(V ) déni sur le produit tensoriel de C∗-algèbres
C∗(G,B)⊗End(V ) et onstruit par produit tensoriel externe. De même,
soit C∗r (G,E)⊗ End(V ) le
(
C∗r (G,B)⊗ End(V )
)
-module hilbertien.
Dénition 2.1. On note E⋊ρG (resp. E⋊ρrG) l'adhérene de l'image
de Cc(G,E) dans C
∗(G,E)⊗ End(V ) (resp. C∗r (G,E) ⊗ End(V )) par
l'appliation
Cc(G,E)→ Cc(G,E)⊗ End(V )∫
G
x(g)egdg 7→
∫
G
x(g)eg ⊗ ρ(g)dg.
De même, on note E ⋊ρ G (resp. E ⋊ρr G) l'adhérene de l'image de
Cc(G,E) dans C∗(G,E)⊗End(V ) (resp. C∗r (G,E)⊗End(V )) par l'ap-
pliation
Cc(G,E)→ Cc(G,E)⊗ End(V )∫
G
egξ(g)dg 7→
∫
G
egξ(g)⊗ ρ(g)dg.
Nous allons maintenant dénir une struture de B ⋊ρ G-paire (resp.
B⋊ρrG-paire) sur le ouple (E⋊
ρG,E⋊ρG) (resp. (E⋊ρrG,E⋊
ρ
rG)) que
l'on note E ⋊ρ G (resp. E ⋊ρr G) par abus de notation. On donne alors
la dénition suivante, qui est omplètement analogue à la dénition
[Laf02b, Dénition 1.5.3℄
Dénition 2.2. Soient x =
∫
G
x(g)egdg dans Cc(G,E), ξ =∫
G
egξ(g)dg dans Cc(G,E) et b =
∫
G
b(g)egdg dans Cc(G,B).
On pose
x.b =
∫
G
∫
G
x(t)t(b(t−1g))dtegdg,
b.ξ =
∫
G
eg
∫
G
g−1(b(t))ξ(t−1g)dtdg,
〈ξ, x〉 =
∫
G
∫
G
t(〈ξ(t), x(t−1g)〉)dtegdg.
Cei dénit une struture de B ⋊ρ G-paire (resp. B ⋊ρr G-paire) sur
(E ⋊ρ G,E ⋊ρ G) (resp. (E ⋊ρr G,E ⋊
ρ
r G)).
Maintenant, omme on a supposé de plus que E est muni d'une
struture de A-B-bimodule hilbertien, pour A une G-C∗-algèbre, on va
montrer la proposition suivante
Proposition 2.3. La paire E⋊ρG (resp. E⋊ρrG) est un (A⋊
ρG,B⋊ρ
G)-bimodule (resp. (A⋊ρr G,B ⋊
ρ
r G)-bimodule) de Banah.
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Démonstration. Soit a =
∫
G
a(g)egdg ∈ Cc(G,A). L'algèbre Cc(G,A)
agit sur Cc(G,E) de la façon suivante
a.x =
∫
G
∫
G
a(t)t(x(t−1g))dtegdg,
ξ.a =
∫
G
eg
∫
G
(t−1g)−1(ξ(t)a(t−1g))dtdg.
On doit montrer que, ave es formules, E⋊ρG est un A⋊ρG-module
de Banah à gauhe, E ⋊ρ G un A ⋊ρ G-module de Banah à droite,
que es strutures ommutent ave les strutures de B ⋊ρ G-modules
qui déoulent de la dénition préédente et que, pour tout élément a
de A⋊ρ G,
〈ξa, x〉 = 〈ξ, ax〉,
pour tout ξ ∈ E ⋊ρ G et pour tout x ∈ E ⋊ρ G. Mais ei déoule
immédiatement du fait que
(
A⋊ρ G E ⋊ρ G
E ⋊ρ G B ⋊ρ G
)
est un sous-espae
de (
C∗(G,A) C∗(G,E)
C∗(G,E) C∗(G,B)
)
⊗ End(V )
et que l'inlusion est une isométrie.
Le même raisonnement montre l'énoné pour les produits roisés ré-
duits.

Considérons maintenant un élément de EG(A,B) que l'on note
(E, T ). Soit
T ⋊ρ G : E ⋊ρ G→ E ⋊ρ G,
(resp. T ⋊ρr G : E ⋊
ρ
r G → E ⋊
ρ
r G) le morphisme de B ⋊
ρ G-paires
(resp. B⋊ρr G-paires) déni sur x ∈ Cc(G,E) et sur ξ ∈ Cc(G,E) de la
façon suivante
(T ⋊ρ G)>x(g) = T>(x(g)),
(T ⋊ρ G)<ξ(g) = T<(ξ(g)),
(resp. T ⋊ρr G). Alors,
‖T ⋊ρ G‖L(E⋊ρG) ≤ ‖T‖L(E),
(de même pour le produit roisé réduit). Ces opérateurs sont analogues
aux opérateurs A(G, T ) et T˜ dénis dans [Laf02b, Dénition 1.5.3℄ et
[Kas88, Theorem 3.11℄ respetivement.
Lemme 2.4. L'élément (E⋊ρG, T⋊ρG) (resp. (E⋊ρrG, T⋊
ρ
rG)) ainsi
déni appartient à Eban(A⋊ρG,B⋊ρG) (resp. Eban(A⋊ρrG,B⋊
ρ
rG)).
Démonstration. On va montrer le lemme dans le as du produit roisé
maximal, le as réduit étant omplètement analogue.
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On doit montrer que, pour tout élément a ∈ Cc(G,A) et pour tout
g ∈ G, les opérateurs
[a, T ⋊ρ G], a(1− (T ⋊ρ G)2) et a(g(T ⋊ρ G)− T ⋊ρ G),
sont des opérateurs ompats de E ⋊ρ G.
On remarque d'abord que l'opérateur |y〉〈η| ∈ KB⋊ρG(E ⋊
ρ G), pour
η ∈ Cc(G,E) et y ∈ Cc(G,E), agit sur x ∈ Cc(G,E) et ξ ∈ Cc(G,E)
par les formules
|y〉〈η|>(x)(g) =
∫
G
K>s (s(x(s
−1g)))ds,
|y〉〈η|<(ξ)(g) =
∫
G
(s−1g)−1(K<s−1g(ξ(s)))ds,
où Kg =
∫
G
|y(s)〉〈g(η(s−1g))|ds, pour tout g ∈ G, appartient à KB(E).
Dénition 2.5. On note E la B-paire (E,E) par abus de notation.
Étant donné un élément S = (Sg)g∈G appartenant à Cc(G,KB(E)), on
dénit un opérateur Ŝ dans LB⋊ρG(E ⋊
ρ G) de la manière suivante
Ŝ>(x)(g) =
∫
G
S>s (s(x(s
−1g)))ds,
Ŝ<(ξ)(g) =
∫
G
(s−1g)−1(S<s−1g(ξ(s)))ds,
pour x ∈ Cc(G,E) et ξ ∈ Cc(G,E).
Proposition 2.6. L'appliation
ψ : Cc(G,KB(E))→ LB⋊ρG(E ⋊
ρ G)
S 7→ Ŝ,
induit un morphisme d'algèbres de Banah de K(E) ⋊ρ G dans
LB⋊ρG(E ⋊
ρ G), que l'on note ψ par abus de notation et dont l'image
est ontenue dans K(E ⋊ρ G).
Avant de démontrer ette proposition, démontrons d'abord le lemme
suivant
Lemme 2.7. Pour tout a ∈ Cc(G,A) et pour tout g ∈ G, les opérateurs
[a, T ⋊ρ G], a(1− (T ⋊ρ G)2) et a(g(T ⋊ρ G)− T ⋊ρ G) appartiennent
à l'image de ψ. Plus préisément, pour a ∈ Cc(G,A) et g ∈ G, posons
S1 :=
(
t 7→ a(t)(t(T )− T ) + [a(t), T ]
)
,
S2 :=
(
t 7→ a(t)t(1 − T 2)
)
,
et S3 :=
(
t 7→ a(t)t((gT )− T )
)
,
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de sorte que Si ∈ Cc(G,K(E)) pour i = 1, .., 3. Alors,
[a, T ⋊ρ G] = Ŝ1,
a(1− (T ⋊ρ G)2) = Ŝ2,
a(g(T ⋊ρ G)− T ⋊ρ G) = Ŝ3,
où, pour i = 1, .., 3, Ŝi est l'élément de LB⋊ρG(E ⋊
ρ G) donné à partir
de Si par la dénition 2.5.
Démonstration. Soit a ∈ Cc(G,A). Pour x =
∫
G
x(g)egdg ∈ Cc(G,E),
[a, T ⋊ρ G]>(x) =
∫
G
( ∫
G
a(t)t(T>(x(t−1g)))dt
)
egdg
− (T ⋊ρ G)>
(
g 7→
∫
G
a(t)t(x(t−1g))dt
)
,
don, pour tout g ∈ G,
[a, T ⋊ρ G]>(x)(g) =
∫
G
a(t)t(T>(x(t−1g)))− T>(a(t)t(x(t−1g)))dt,
=
∫
G
(
a(t)(t(T )− T )> + [a(t), T ]>
)
(t(x(t−1g)))dt.
De même, pour ξ =
∫
G
egξ(g)dg ∈ Cc(G,E), on a :
[a, T ⋊ρ G]<(ξ) = ((T ⋊ρ G)<(ξ))a− ((T ⋊ρ G)<(ξa)),
=
∫
G
eg
∫
G
(t−1g)−1(T<(ξ(t))a(t−1g))dtdg
−(T ⋊ρ G)<(
∫
G
eg
∫
G
(t−1g)−1(ξ(t)a(t−1g))dtdg),
don, pour tout g ∈ G,
[a, T ⋊ρ G]<(ξ)(g) =
∫
G
(t−1g)−1
(
T<(ξ(t))a(t−1g)
)
dt
−
∫
G
T<
(
(t−1g)−1(ξ(t)a(t−1g))
)
dt
=
∫
G
(t−1g)−1
(
T<(ξ(t))a(t−1g)− T<(ξ(t)a(t−1g)),
−(t−1g)T<(ξ(t)a(t−1g)) + T<(ξ(t)a(t−1g))
)
dt
=
∫
G
(t−1g)−1
(
[a(t−1g), T ]<ξ(t),
+
(
a(t−1g)((t−1g)T − T )
)<
ξ(t)
)
dt.
Don, si pour tout t ∈ G on pose
S1(t) := a(t)(t(T )− T ) + [a(t), T ],
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de sorte que S1 dénisse un élément de Cc(G,K(E)), alors
[a, T ⋊ρ G] = Ŝ1.
Calulons maintenant a(1− T ⋊ρ G2)>. Soit x ∈ Cc(G,E), on a :(
a(1− T ⋊ρ G2)
)>
(x) = ax− a(T ⋊ρ G2,>)x,
don, pour tout g ∈ G,(
a(1− T ⋊ρ G2)
)>
(x)(g),
=
∫
G
a(t)t(x(t−1g))dt−
∫
G
a(t)t
(
T 2,>x(t−1g)
)
dt,
=
∫
G
a(t)t
(
(1− T 2,>)x(t−1g)
)
dt,
=
∫
G
a(t)t(1 − T 2,>)tx(t−1g)dt.
De même, pour ξ ∈ Cc(G,E),
(a(1− T ⋊ρ G2))<(ξ) = ξa− (T ⋊ρ G2,<)(ξa),
d'où, pour tout g ∈ G, on a :
(a(1− T ⋊ρ G2))<(ξ)(g) = ξa(g)− T 2,<(ξa(g)),
=
∫
G
(t−1g)−1(ξ(t)a(t−1g))− T 2,<((t−1g)−1ξ(t)a(t−1g))dt,
=
∫
G
(t−1g)−1
(
ξ(t)a(t−1g)− (t−1g)T 2,<(ξ(t)a(t−1g))
)
dt,
=
∫
G
(t−1g)−1
(
(t−1g)(1− T 2,<)(ξ(t)a(t−1g))
)
dt,
=
∫
G
(t−1g)−1
(
a(t−1g)(t−1g)(1− T 2)<(ξ(t))
)
dt.
Si, pour tout t ∈ G, on pose
S2(t) := a(t)t(1 − T
2),
alors S2 ∈ Cc(G,K(E)) et a(1− T ⋊
ρ G2) = Ŝ2.
Prenons maintenant g ∈ G. De la même façon, on peut aluler
a(g(T ⋊ρ G)− T ⋊ρ G). Par exemple, pour x ∈ Cc(G,E),
a(g(T ⋊ρ G)−T ⋊ρ G)>x(s),
=
∫
G
a(t)t(g(T>)(x(t−1s)))− a(t)tT>(t(x(t−1s)))dt,
=
∫
G
a(t)t((gT>)− T>)(t(x(t−1s)))dt,
et si on pose
S3(t) := a(t)t((gT )− T ),
18 MARIA PAULA GOMEZ-APARICIO
alors S3 ∈ Cc(G,K(E)) et a(g(T ⋊
ρ G)− T ⋊ρ G) = Ŝ3. 
Nous allons maintenant montrer la proposition 2.6 qui, grâe au
lemme 2.7, implique le lemme 2.4. La démonstration repose sur le
lemme suivant analogue au lemme 1.5.6 de [Laf02b℄
Lemme 2.8. Soit S = (Sg)g∈G ∈ Cc(G,K(E)), où E est vu omme
B-paire. Soit Ŝ ∈ LB⋊ρG(E ⋊
ρ G) l'opérateur déni omme dans la
dénition 2.5. Alors,
(2.1) ‖Ŝ‖LB⋊ρG(E⋊ρG) ≤
∫
G
‖Sg‖K(E)‖ρ(g)‖End(V )dg,
et Ŝ est un opérateur ompat. Plus préisément, pour tout ǫ > 0, il
existe un n ∈ N, et pour i = 1, ..., n il existe des éléments yi ∈ Cc(G,E),
ξi ∈ Cc(G,E) tels que, si on pose pour tout g ∈ G,
Kg =
∫
G
n∑
i=1
|yi(t)〉〈g(ξi(t
−1g))|dt,
alors :
 K = (Kg)g∈G ∈ Cc(G,K(E)),
 si on onsidère yi et ξi omme des éléments de E ⋊
ρ G et E ⋊ρ G
respetivement, on a K̂ =
n∑
i=1
|yi〉〈ξi|,
 et
(2.2)
∫
G
‖Sg −Kg‖K(E)‖ρ(g)‖End(V )dg ≤ ǫ.
Démonstration. Montrons d'abord que l'inégalité (2.1) est vraie. Pour
ei, on onsidère l'algèbre
(
K(E) E
E B
)
. Le produit roisé tordu par
ρ de G ave ette algèbre vérie l'égalité(
K(E) E
E B
)
⋊ρ G =
(
K(E)⋊ρ G E ⋊ρ G
E ⋊ρ G B ⋊ρ G
)
.
Cei implique que K(E)⋊ρG est une sous-algèbre de L(E ⋊ρG). Plus
préisément, d'après [Kas88, Theorem 3.7℄ on a que le produit tensoriel
de C∗-algèbres C∗(G,K(E))⊗End(V ) est une sous-algèbre du produit
tensoriel K(C∗(G,E)) ⊗ End(V ), et don elle agit sur le module hil-
bertien C∗(G,E) ⊗ End(V ). D'autre part, par dénition K(E) ⋊ρ G
est une sous-algèbre fermée de C∗(G,K(E))⊗ End(V ) (pour la norme
de produit tensoriel de C∗-algèbres ‖.‖C∗(G,K(E))⊗End(V )) et E ⋊
ρ G est
un sous-module fermé de C∗(G,E) ⊗ End(V ) par onstrution. Cei
implique que K(E)⋊ρ G agit aussi sur E ⋊ρ G et 'est don une sous-
algèbre fermée de L(E ⋊ρ G), d'où l'égalité
‖Ŝ‖L(E⋊ρG) = ‖S‖K(E)⋊ρG.
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De plus,
‖S‖K(E)⋊ρG = ‖
∫
G
Sgeg ⊗ ρ(g)dg‖C∗(G,K(E))⊗End(V ),
≤ ‖
∫
G
Sgeg ⊗ ρ(g)dg‖L1(G,K(E)⊗End(V )),
≤
∫
G
‖Sg ⊗ ρ(g)‖K(E)⊗End(V )dg.
Don,
‖S‖K(E)⋊ρG ≤
∫
G
‖Sg‖K(E)‖ρ(g)‖End(V )dg,
d'où l'inégalité (2.1).
Montrons maintenant que Ŝ est ompat. En utilisant des partitions
de l'unité, on voit failement qu'il sut de montrer le résultat pour les
éléments S dans Cc(G,K(E)) de la forme Sg = f(g)|y〉〈ξ|, pour g ∈ G,
ave f ∈ Cc(G), y ∈ E et ξ ∈ E.
Soit f une fontion à support ompat sur G. Soit ǫ > 0. Il existe une
fontion positive χ ∈ Cc(G) à support ompat ontenu dans un voisi-
nage de l'identité 1 de G, telle que
∫
G
χ = 1, et telle que les onditions
suivantes soient vériées
1∫
G
|f(g)− χ ∗ f(g)| ‖ρ(g)‖End(V )dg‖y‖E‖ξ‖E <
ǫ
2
et∫
G
( ∫
G
|χ(t)f(t−1g)| ‖ξ − tξ‖Edt
)
‖ρ(g)‖End(V )dg‖y‖E <
ǫ
2
.
Prenons n = 1 et pour tout g ∈ G, posons
y1(g) = χ(g)y et ξ1(g) = f(g)g
−1(ξ),
de sorte que Kg =
∫
G
|χ(t)y〉〈f(t−1g)t(ξ)|dt dénisse un opérateur K̂
de K(E ⋊ρ G). On a alors,
‖Sg −Kg‖K(E) =
∥∥∥f(g)∣∣y〉〈ξ∣∣− ∫
G
χ(t)f(t−1g)
∣∣y〉〈tξ∣∣dt∥∥∥
K(E)
,
≤
∥∥∥f(g)∣∣y〉〈ξ∣∣− ∫
G
χ(t)f(t−1g)
∣∣y〉〈ξ∣∣dt∥∥∥
K(E)
+
∥∥∥ ∫
G
χ(t)f(t−1g)
∣∣y〉〈ξ∣∣dt− ∫
G
χ(t)f(t−1g)
∣∣y〉〈tξ∣∣dt∥∥∥
K(E)
,
≤
∥∥∥(f(g)− χ ∗ f(g))∣∣y〉〈ξ∣∣∥∥∥
K(E)
+
∫
G
∥∥∥ ∣∣χ(t)f(t−1g)y〉〈ξ − tξ∣∣∥∥∥
K(E)
dt ,
≤
∣∣f(g)− χ ∗ f(g)∣∣ ∥∥y∥∥
E
∥∥ξ∥∥
E
+
∫
G
∣∣∣χ(t)f(t−1g)∣∣∣ ∥∥y∥∥
E
∥∥ξ − tξ∥∥
E
dt.
1
Pour que es onditions soient vériées il sut que le support de χ soit assez
prohe de 1.
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On a alors les inégalités suivantes
‖Ŝ − K̂‖L(E⋊ρG) ≤
∫
G
‖Sg −Kg‖K(E)‖ρ(g)‖End(V )dg,
≤
∫
G
(∣∣f(g)− χ ∗ f(g)∣∣ ∥∥y∥∥
E
∥∥ξ∥∥
E
+
∫
G
∣∣χ(t)f(t−1g)∣∣ ‖y‖E ∥∥ξ − tξ∥∥Edt)‖ρ(g)‖End(V )dg
< ǫ.
D'où l'inégalité 2.2.

En appliquant le lemme 2.8 à S1, S2 et S3 on termine la démonstra-
tion du fait que (E⋊ρG, T⋊ρG) appartient à Eban(A⋊ρG,B⋊ρG). 
Dénition 2.9. Pour toutes G-C∗-algèbres A et B et pour toute
représentation de dimension nie ρ de G, on dénit un morphisme
de groupes de KKG(A,B) dans KK
ban(A ⋊ρ G,B ⋊ρ G) (resp. dans
KKban(A ⋊ρr G,B ⋊
ρ
r G)) que l'on note jρ (resp. jρ,r) par la formule
suivante : pour [E, T ] ∈ KKG(A,B), on pose
jρ([E, T ]) := [E ⋊
ρ G, T ⋊ρ G] et jρ,r([E, T ]) := [E ⋊
ρ
r G, T ⋊
ρ
r G].
On appelle es morphismes morphisme de desente tordu et morphisme
de desente tordu réduit, respetivement.
2.2. Fontorialité. La proposition suivante dit que les morphismes de
desente tordus sont fontoriels.
Proposition 2.10. Les appliations
jρ : KKG(A,B)→ KK
ban(A⋊ρ G,B ⋊ρ G),
jρ,r : KKG(A,B)→ KK
ban(A⋊ρr G,B ⋊
ρ
r G),
dénies dans la dénition 2.9 sont des morphismes fontoriels en A
et en B. De plus, ils sont tels que si A = B alors jρ(1A) = 1A⋊ρG et
jρ,r(1A) = 1A⋊ρrG.
Démonstration. On voit failement que jρ(1A) = 1A⋊ρG. Montrons
maintenant que jρ est fontoriel. La démonstration pour jr,ρ est om-
plètement analogue.
Soit θ1 un morphisme de G-C
∗
-algèbres de A1 dans A. Notons θ1⋊
ρG le
morphisme d'algèbres de Banah de A1⋊
ρG dans A⋊ρG qu'il dénit.
Il est faile de voir que pour tout α ∈ KKG(A,B) on a
jρ(θ
∗
1(α)) = (θ1 ⋊
ρ G)∗(jρ(α)),
e qui donne la fontorialité en A.
Soit maintenant θ : B → C un morphisme de G-C∗-algèbres. On va
montrer que pour tout α ∈ KKG(A,B),
jρ(θ∗(α)) = (θ ⋊
ρ G)∗(jρ(α)),
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dans KKban(A⋊ρ G,C ⋊ρ G).
Soit (E, T ) un représentant de α dans EG(A,B). Par dénition (f.
[Laf02b, Setion 1.1℄),
(θ ⋊ρ G)∗(jρ(E))
> = E ⋊ρ G⊗π
B˜⋊ρG
C˜ ⋊ρ G,
(θ ⋊ρ G)∗(jρ(E))
< = C˜ ⋊ρ G⊗π
B˜⋊ρG
E ⋊ρ G,
où ⊗π est le produit tensoriel projetif, et,
jρ(θ∗(E))
> = (E ⊗B C)⋊
ρ G,
jρ(θ∗(E))
< = (E ⊗B C)⋊
ρ G,
où ⊗ est le produit tensoriel interne de modules hilbertiens.
On note
(θ ⋊ρ G)∗(jρ(E)) := (θ ⋊
ρ G)∗(jρ(E))
>
et jρ(θ∗(E)) := jρ(θ∗(E))
>,
(θ ⋊ρ G)∗(jρ(E)) := (θ ⋊
ρ G)∗(jρ(E))
<
et jρ(θ∗(E)) := jρ(θ∗(E))
<,
pour simplier les notations.
D'après [Kas88, Lemma 3.10℄, l'appliation
τ : Cc(G,E)⊗ Cc(G,C)→ Cc(G,E ⊗ C)
x⊗ c 7→
(
g 7→
∫
G
x(s)⊗ sc(s−1g)ds
)
,
dénit un isomorphisme de C∗(C,G)-modules hilbertiens
C∗(G,E)⊗C∗(G,B) C
∗(G,C)→ C∗(G,E ⊗B C).
On a alors,
‖τ(x⊗ c)‖(E⊗BC)⋊ρG = ‖τ(x⊗ c)‖C∗(G,E⊗BC)⊗End(V )
≤ ‖x‖C∗(G,E)⊗End(V )‖c‖C∗(G,C)⊗End(V )
e qui implique que ‖τ(x⊗ c)‖(E⊗BC)⋊ρG ≤ ‖x⊗ c‖(E⋊ρG⊗pi
B˜⋊ρG
C˜⋊ρG)
.
L'appliation τ dénit alors un morphisme de C ⋊ρ G-modules de Ba-
nah à droite de norme inférieure ou égale à 1 :
τ : (E ⋊ρ G)⊗π
B˜⋊ρG
(C˜ ⋊ρ G)→ (E ⊗B C)⋊
ρ G,
que l'on note enore τ par abus de notation. On note τ l'analogue de
τ pour E.
On va alors onstruire l'homotopie herhée à l'aide de nes de la
manière suivante (f. [Par06, Setion 1.9℄).
Soit
E ⋊
ρ
θ G = {(h, x) ∈ jρ(θ∗(E))[0, 1]× (θ ⋊
ρ G)∗(jρ(E))|h(0) = τ(x)},
muni de la norme ‖(h, x)‖ = max
(
sup
t∈[0,1]
‖h(t)‖, ‖x‖
)
, le ne assoié à
τ .
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De même, on dénit
E ⋊
ρ
θ G = {(h, x) ∈ jρ(θ∗(E))[0, 1]× (θ ⋊
ρ G)∗(jρ(E))|h(0) = τ(x)},
qui est le ne assoié à τ .
Alors le ouple
(E ⋊ρθ G,E ⋊
ρ
θ G),
dénit un
(
A⋊ρ G, (C ⋊ρ G)[0, 1]
)
-bimodule de Banah que l'on note
E ⋊
ρ
θ G par abus de notation.
D'autre part, on dénit un opérateur T ⋊
ρ
θ G ∈ L(E ⋊
ρ
θ G) de la
façon suivante
(T ⋊ρθ G)
>(h, e⊗ c) =
(
t 7→ (θ∗(T )⋊
ρ G)>h(t), (θ ⋊ρ G)∗(T ⋊
ρ G)>(x)
)
=
(
(g, t) 7→ θ∗(T )
>(h(t)(g)), (g 7→ T>(e(g)))⊗ c
)
,
pour (h, e⊗ c) ∈ E ⋊ρθ G, et on dénit (T ⋊
ρ
θ G)
<
de façon analogue.
Remarque 2.11. L'opérateur (T⋊ρθG) ainsi déni est le ne du ouple
d'opérateurs
(
(θ ⋊ρ G)∗(T ⋊
ρ G), θ∗(T )⋊
ρ G
)
, noté
Z
(
(θ ⋊ρ G)∗(T ⋊
ρ G), θ∗(T )⋊
ρ G
)
et déni dans [Par06, Denition 1.9.14℄.
Lemme 2.12. L'élément (E ⋊ρθ G, T ⋊
ρ
θ G) appartient à E
ban(A ⋊ρ
G, (C ⋊ρ G)[0, 1]). De plus, il réalise une homotopie entre jρ(θ∗(α)) et
(θ ⋊ρ G)∗(jρ(α)).
Démonstration. On doit montrer que pour tout a ∈ A ⋊ρ G et pour
tout g ∈ G, les opérateurs suivants
[a, (T ⋊ρθ G)], a(1− (T ⋊
ρ
θ G)
2) et a(g(T ⋊ρθ G)− T ⋊
ρ
θ G)
sont des opérateurs ompats de E ⋊
ρ
θ G.
Soient a ∈ A ⋊ρ G et g ∈ G. Pour S = (St)t∈G ∈ Cc(G,K(E)),
on note θ∗(S) := (θ∗(S)t)t∈G l'élément de Cc(G,K(θ∗(E)) tel que
θ∗(S)t = θ∗(St).
On rappelle que, étant donné S = (St)t ∈ Cc(G,K(E)), on note Ŝ
l'élément de LB⋊ρG(E ⋊
ρ G) assoié à S et donné par la dénition 2.5.
On onsidère l'appliation suivante
ψ : Cc(G,K(E))→ L(E ⋊
ρ
θ G)
S 7→
(
(h, x) 7→
(
t 7→ θ̂∗(S)(h(t)), (θ ⋊
ρ G)∗(Ŝ)x
))
.
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Lemme 2.13. L'appliation ψ induit un morphisme d'algèbre de Ba-
nah de K(E) ⋊ρ G dans L(E ⋊ρθ G), que l'on note ψ par abus de
notation et dont l'image est ontenue dans K(E ⋊ρθ G).
Avant de démontrer le lemme , remarquons que le lemme suivant
implique le lemme 2.12
Lemme 2.14. Les opérateurs
[a, (T ⋊ρθ G)], a(1− (T ⋊
ρ
θ G)
2) et a(g(T ⋊ρθ G)− T ⋊
ρ
θ G)
appartiennent à l'image de ψ.
Démonstration du lemme 2.14. Soient S1, S2 et S3 les éléments de
Cc(G,K(E)) donnés par le lemme 2.7 tels que :
Ŝ1 = [a, T⋊
ρG] , Ŝ2 = a(1−(T⋊
ρG)2) et Ŝ3 = a(g(T⋊
ρG)−T⋊ρG).
Il est faile de vérier les égalités suivantes
ψ(S1) = [a, (T ⋊
ρ
θ G)],
ψ(S2) = a(1− (T ⋊
ρ
θ G)
2)
et ψ(S3) = a(g(T ⋊
ρ
θ G)− T ⋊
ρ
θ G).
En eet, on a par exemple, pour x ∈ Cc(G,E) et ξ ∈ Cc(G,E),
[a, θ∗(T )⋊
ρ G]>x(t) =
∫
G
(θ∗(S1,s)
>)(s(x(s−1)))ds,
[a, θ∗(T )⋊
ρ G]<ξ(t) =
∫
G
(s−1t)−1(θ∗(S1,s−1t)
<)(ξ(s))ds,
pour tout t ∈ G, don,
[a, θ∗(T )⋊
ρ G] = θ̂∗(S1).
De même,
[a, (θ ⋊ρ G)∗(T ⋊
ρ G)] = (θ ⋊ρ G)∗(Ŝ1).
Et don, [a, (T ⋊ρθ G)], a(1 − (T ⋊
ρ
θ G)
2) et a(g(T ⋊ρθ G) − T ⋊
ρ
θ G)
appartiennent à l'image de ψ. 
Le lemme 2.2 implique alors que les opérateurs
[a, (T ⋊ρθ G)], a(1− (T ⋊
ρ
θ G)
2) et a(g(T ⋊ρθ G)− T ⋊
ρ
θ G)
appartiennent à K(E ⋊ρθ G). Cei implique que (E ⋊
ρ
θ G, T ⋊
ρ
θ G) ap-
partient à Eban(A ⋊ρ G, (C ⋊ρ G)[0, 1]). Il est lair qu'il réalise une
homotopie entre jρ(θ∗(α)) et (θ ⋊
ρ G)∗(jρ(α)) e qui termine la dé-
monstration du lemme 2.12.

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Démonstration du lemme 2.2. Pour tout S = (St)t ∈ Cc(G,K(E)), on
a
‖ψ(S)‖L(E⋊ρ
θ
G) ≤ max
(
‖θ̂∗(S)‖L(θ∗(E)⋊ρG), ‖(θ⋊
ρG)∗(Ŝ)‖L((θ⋊ρG)∗(E⋊ρG))
)
.
De plus, on a les estimations suivantes
‖(θ ⋊ρ G)∗(Ŝ)‖L((θ⋊ρG)∗(E⋊ρG)) = ‖Ŝ ⊗ 1‖L(E⋊ρG⊗pi
B˜⋊ρG
C˜⋊ρG)
,
≤ ‖S‖K(E)⋊ρG,
et
‖θ̂∗(S)‖L(θ∗(E)⋊ρG) = ‖θ∗(S)‖K(θ∗(E))⋊ρG,
≤ ‖S‖K(E)⋊ρG.
Cei implique que
‖ψ(S)‖L(E⋊ρ
θ
G) ≤ ‖S‖K(E)⋊ρG,
et don que l'appliation ψ induit bien un morphisme d'algèbre de
Banah de K(E)⋊ρG dans L(E⋊ρθG), que l'on note enore ψ par abus
de notation. Montrons maintenant que l'image de ψ est ontenue dans
K(E ⋊ρθ G).
Soient S ∈ Cc(G,K(E)) et ǫ > 0. D'après le lemme 2.8, il existe n ∈ N
et pour i = 1, ..., n, il existe yi ∈ Cc(G,E), ξi ∈ Cc(G,E) tels que
l'élément K = (Kg)g∈G ∈ Cc(G,K(E)) déni par la formule
Kg =
∫
G
n∑
i=1
|yi(t)〉〈g(ξi(t
−1g))|dt,
vérie l'inégalité∫
G
‖Sg −Kg‖K(E)‖ρ(g)‖End(V )dg < ǫ.
L'image par ψ de K est un opérateur ompat de E ⋊
ρ
θ G. En eet,
pour tout s ∈ G, θ∗(Ks) =
∫
G
n∑
i=1
|yi(t)⊗ 1〉〈s(1⊗ ξi(t
−1s)|dt, et don,
pour tout x ∈ Cc(G, θ∗(E)
>),
θ̂∗(K)
>
(x)(g) =
∫
G
θ∗(Ks)
>s(x(s−1g))ds,
=
∫
G
∫
G
n∑
i=1
|yi(t)⊗ 1〉〈s(1⊗ ξi(t
−1s))|>s(x(s−1g))dtds,
=
n∑
i=1
(
|g 7→ yi(g)⊗ 1〉〈g 7→ 1⊗ ξi(g)|
>(x)
)
(g).
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De façon analogue, pour ξ ∈ Cc(G, θ∗(E)
<), on trouve
θ̂∗(K)
<
(ξ)(g) =
∫
G
(s−1g)−1θ∗(Ks−1g)
<(ξ(s))ds,
=
n∑
i=1
(
|g 7→ yi(g)⊗ 1〉〈g 7→ 1⊗ ξi(g)|
<(ξ)
)
(g);
d'où,
θ̂∗(K) =
n∑
i=1
|g 7→ yi(g)⊗ 1〉〈g 7→ 1⊗ ξi(g)|.
De plus,
(θ ⋊ρ G)∗(K̂) = (1⊗ K̂
<, K̂> ⊗ 1),
=
n∑
i=1
|yi ⊗ 1〉〈1⊗ ξi|,
et don pour (h, x) ∈ E ⋊ρθ G,
ψ(K)>(h, x) =(
t 7→
n∑
i=1
|g 7→ yi(g)⊗ 1〉〈g 7→ 1⊗ ξi(g)|
>(h(t)),
n∑
i=1
|yi ⊗ 1〉〈1⊗ ξi|
>x
)
,
=
n∑
i=1
∣∣∣(t 7→ (g 7→ yi(g)⊗ 1), yi ⊗ 1)〉〈(t 7→ (g 7→ 1⊗ ξi(g)), 1⊗ ξi)∣∣∣.
On en déduit que ψ(K) ∈ K(E ⋊ρθ G).
Le fait que ψ soit un morphisme d'algèbres de Banah, implique
alors que ψ(S) est un opérateur ompat de E ⋊ρθ G. En eet, on a les
inégalités suivantes :
‖ψ(S)− ψ(K)‖L(E⋊ρ
θ
G) ≤ ‖S −K‖K(E)⋊ρG,
≤
∫
G
‖Sg −Kg‖K(E)‖ρ(g)‖End(V ) < ǫ.

Cei termine la démonstration de la proposition 2.10 et don de la
fontorialité des morphismes de desente tordus. 
2.3. Desente et ation de KKban sur la K-théorie. Soient A et
B deux algèbres de Banah. On rappelle que dans [Laf02b℄, Laorgue
à onstruit un morphisme de groupes
Σ : KKban(A,B)→ Hom(K(A), K(B)),
qui induit une ation de la KK-théorie banahique sur la K-théorie.
La proposition suivante montre que les morphismes de desente tordus
sont ompatibles ave Σ.
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Proposition 2.15. Soient G un groupe loalement ompat, A, B, C
des G-C∗-algèbres, α ∈ KKG(A,B), β ∈ KKG(B,C), et α ⊗B β leur
produit de Kasparov qui est un élément de KKG(A,B) (f. [Kas88℄).
On a alors,
Σ(jρ(α⊗B β)) = Σ(jρ(β)) ◦ Σ(jρ(α))
dans Hom(K(A ⋊ρ G), K(B ⋊ρ G)). De même dans le as du produit
roisé réduit.
Démonstration. La démonstration déoule de la fontorialité de jρ
(resp. de jρ,r) et du lemme suivant démontré dans [Laf02b, Proposi-
tion 1.6.10℄ qui dit que tout élément de KK-théorie de Kasparov est
le produit de Kasparov d'un élément qui provient d'un morphisme et
d'un élément qui est l'inverse d'un morphisme.
Lemme 2.16. Soient G un groupe loalement ompat, A et B deux
G-C∗-algèbres et α ∈ KKG(A,B). Il existe une G-C
∗
-algèbre A1, des
morphisme G-équivariants θ : A1 → A, η : A1 → B, et un élément
α1 ∈ KKG(A,A1) tels que :
(1) [θ] ⊗A α1 = IdA1 et α1 ⊗A [θ] = IdA, où [θ] ∈ KKG(A1, A) est
induit par le morphisme θ ('est-à-dire que α1 est l'inverse en
KK-théorie G-équivariante d'un morphisme),
et
(2) θ∗(α) = [η], où [η] ∈ KKG(A1, A) est l'élément induit par le
morphisme η.
La fontorialité du morphisme de desente jρ et de l'ation de KK
ban
sur la K-théorie donnée par Σ impliquent la proposition (2.15). La
démonstration est la même que elle de [Laf02b, Proposition 1.6.9℄ : on
applique le lemme (2.16) à G,A,B et α. Comme jρ et Σ sont fontoriels
on a
Σ(jρ(α1)) ◦ jρ(θ)∗ = Σ(jρ(θ)
∗(jρ(α1))),
= Σ(jρ(θ
∗(α1))),
= IdK(A1⋊ρG), ar θ
∗(α1) = IdA1 .
De même,
jρ(θ)∗ ◦ Σ(jρ(α1)) = Σ(jρ(θ)∗(jρ(α1)),
= Σ(jρ(θ∗(α1))),
= IdK(A⋊ρG) ar θ∗(α1) = IdA.
Don,
jρ(θ)∗ : K(A1 ⋊
ρ G)→ K(A⋊ρ G)
est inversible. De plus, θ∗(α⊗B β) = η
∗(β) dans KKG(A1, C) et don,
Σ(jρ(α⊗ β)) ◦ jρ(θ)∗ = Σ(jρ(β)) ◦ jρ(η)∗,
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et ei implique que
Σ(jρ(α⊗ β)) = Σ(jρ(β)) ◦ jρ(η)∗ ◦ jρ(θ)
−1
∗ .
De la même façon, on montre, en prenant C = B et β = Id, que
Σ(jρ(α)) = jρ(η)∗ ◦ jρ(θ)
−1
∗
Cei implique la proposition.
La même démonstration vaut pour la desente dans le as du produit
roisé réduit.

2.4. Constrution du morphisme tordu. Soit G un groupe loale-
ment ompat et B une G-C∗-algèbre. On rappelle que l'on note EG
le lassiant universel pour les ations propres de G et Ktop(G,B) la
K-homologie G-équivariante de EG à valeurs dans B. On rappelle que
Ktop(G,B) est donné par la formule suivante
Ktop(G,B) = lim
−→
KKG(C0(X), B),
où la limite indutive est prise parmi les parties fermées X de EG qui
sont G-invariantes et G-ompates.
Dénition 2.17. Soit X une partie fermée G-ompate de EG. Soit
c une fontion ontinue à support ompat sur X et à valeurs dans R+
telle que
∫
G
c(g−1x)dg = 1, pour tout x ∈ X (une fontion ave es
propriétés existe d'après [Tu99℄ et elle est appelée fontion de ut-o
sur X). Soit p la fontion sur G×X dénie par la formule
p(g, x) =
√
c(x)c(g−1x),
pour (g, x) ∈ G×X.
La fontion p dénit alors un projeteur de Cc(G,C0(X)), que l'on note
p par abus de notation. L'élément de K(C0(X)⋊
ρ G) qu'il dénit est
appelé élément de Mishenko tordu assoié à X . On le note ∆ρ.
Soit
Σ : KKban(C0(X)⋊
ρG,B⋊ρG)→ Hom(K(C0(X)⋊
ρG), K(B⋊ρG))
le morphisme provenant de l'ation de KKban sur la K-théorie déni
dans [Laf02b℄. On a alors une suite de morphismes
KKG(C0(X), B)
jρ
→ KKban(C0(X)⋊
ρ G,B ⋊ρ G)
Σ(.)(∆ρ)
−→ K(B ⋊ρ G).
De même que dans [Laf02b℄ setion 1.7, en passant à la limite indutive
on dénit un morphisme
µBρ : K
top(G,B)→ K(B ⋊ρ G),
et on l'appelle morphisme de Baum-Connes tordu par la représentation
ρ.
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Remarque 2.18. La fontorialité des morphismes Σ et jρ implique
que le morphisme de Baum-Connes tordu par ρ est fontoriel en B.
En eet, soit θ : B → C un morphisme de G-C∗-algèbres. Soit
α ∈ KKG(C0(X), B). On a les égalités suivantes,
(θ ⋊ρ G)∗(µ
B
ρ (α)) = (θ ⋊
ρ G)∗(Σ(jρ(α))(∆ρ)),
= Σ
(
(θ ⋊ρ G)∗(jρ(α))
)
(∆ρ),
= Σ
(
jρ(θ∗(α))
)
(∆ρ),
= µCρ (θ∗(α)).
Dénition 2.19. Pour toute G-C∗-algèbre B, soit λ
ρ
G,B le morphisme
d'algèbres de Banah de B ⋊ρ G dans B ⋊ρr G qui prolonge l'identité
sur Cc(G,B). Soit
(λρG,B)∗ : K(B ⋊
ρ G)→ K(B ⋊ρr G)
le morphisme induit par λ
ρ
G,B en K-théorie. On dénit un morphisme
de Baum-Connes tordu réduit,
µBρ,r : K
top(G,B)→ K(B ⋊ρr G),
en posant µBρ,r := (λ
ρ
G,B)∗ ◦ µ
B
ρ .
Remarque 2.20. Il est faile de voir que, siX est une partie G-ompate
de EG et si on note ∆ρ,r l'élément de K(C0(X) ⋊
ρ
r G) déni par la
fontion p, alors le morphisme de Baum-Connes tordu réduit vérie
l'égalité
µBρ,r(x) = Σ
(
jρ,r(x)
)
(∆ρ,r),
pour tout x ∈ KKG(C0(X), B).
2.5. Compatibilité ave la somme direte de représentations.
On va maintenant montrer que le morphisme de Baum-Connes tordu
est ompatible ave la somme direte de représentations. On utilisera
e résultat dans l'étude de la bijetivité.
Lemme 2.21. Soient ρ et ρ′ deux représentations de dimension nie
de G et B une G-C∗-algèbre. Alors il existe des morphismes
iρ′ : B ⋊
ρ⊕ρ′ G→ B ⋊ρ
′
G et iρ : B ⋊
ρ⊕ρ′ G→ B ⋊ρ G,
qui prolongent l'identité sur Cc(G,B) et tels que les diagrammes sui-
vants,
Ktop(G,B)
µB
ρ′ ((
P
P
P
P
P
P
P
P
P
P
P
P
µB
ρ⊕ρ′
// K(B ⋊ρ⊕ρ
′
G)
iρ′,∗

K(B ⋊ρ
′
G),
et Ktop(G,B)
µBρ ((P
P
P
P
P
P
P
P
P
P
P
P
µB
ρ⊕ρ′
// K(B ⋊ρ⊕ρ
′
G)
iρ,∗

K(B ⋊ρ G),
soient ommutatifs. On a le même résultat dans le as des produits
roisés tordus réduits.
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Démonstration. Il est lair que pour touteG-C∗-algèbreA et pour toute
fontion f ∈ Cc(G,A),
‖f‖A⋊ρG ≤ ‖f‖A⋊ρ⊕ρ′G,
don IdCc(G,A) s'étend en un morphisme d'algèbres de Banah
iρ : A⋊
ρ⊕ρ′ G→ A⋊ρ G.
En fait, on a que A⋊ρ⊕ρ
′
G = A⋊ρG∩A⋊ρ
′
G, à équivalene de norme
près.
De même, si E est un A-module de Banah et f ∈ Cc(G,E),
‖f‖E⋊ρG ≤ ‖f‖E⋊ρ⊕ρ′G,
et IdCc(G,E) s'étend en un morphisme de A-modules de Banah, que
l'on note aussi iρ, de E ⋊
ρ⊕ρ′ G dans E ⋊ρ G.
On doit montrer que
µBρ = iρ,∗ ◦ µ
B
ρ⊕ρ′ .
Pour ei, on va d'abord montrer que, pour tout α ∈ KKG(A,B),
les éléments jρ(α) et jρ⊕ρ′(α) ont la même image dans le groupe
KKban(A⋊ρ⊕ρ
′
G,B ⋊ρ G). C'est le lemme suivant
Lemme 2.22. Pour tout α ∈ KKG(A,B), on a l'égalité,
i∗ρ(jρ(α)) = iρ,∗(jρ⊕ρ′(α)),
dans KKban(A⋊ρ⊕ρ
′
G,B ⋊ρ G).
Avant de démontrer le lemme 2.22, remarquons qu'il implique le
lemme 2.21. En eet, pour X une partie G-ompate de EG et pour
un élément α dans KKG(C0(X), B),
µBρ⊕ρ′(α) = Σ(jρ⊕ρ′(α))(∆ρ⊕ρ′),
don, on a les égalités suivantes,
iρ,∗(µ
B
ρ⊕ρ′(α)) = iρ,∗ ◦ Σ(jρ⊕ρ′(α))(∆ρ⊕ρ′),
= Σ(iρ,∗(jρ⊕ρ′(α)))(∆ρ⊕ρ′),
= Σ(i∗ρ(jρ(α)))(∆ρ⊕ρ′),
= Σ(jρ(α))(iρ,∗(∆ρ⊕ρ′)),
= Σ(jρ(α))(∆ρ) = µ
B
ρ (α).
On a alors que µBρ = iρ,∗ ◦ µ
B
ρ⊕ρ′ , pour toute G-C
∗
-algèbre B, e qui
termine la démonstration du lemme 2.21.

Démonstration du lemme 2.22. Soit (E, T ) un représentant de α dans
EG(A,B). Alors
i∗ρ(jρ(E)) = E ⋊
ρ G,
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où E⋊ρG est un (A⋊ρ⊕ρ
′
G,B⋊ρG)-bimodule de Banah, l'ation de
A⋊ρ⊕ρ
′
G étant donnée par iρ, et
iρ,∗(jρ⊕ρ′(E))
> = (E ⋊ρ⊕ρ
′
G)> ⊗π
˜B⋊ρ⊕ρ
′
G
˜(B ⋊ρ G),
iρ,∗(jρ⊕ρ′(E))
< = ˜(B ⋊ρ G)⊗π
˜B⋊ρ⊕ρ
′
G
(E ⋊ρ⊕ρ
′
G)<.
On onsidère l'appliation suivante,
τ : Cc(G,E)⊗Cc(G,B) Cc(G,B)→ Cc(G,E)
x⊗ b 7→ xb.
On a alors,
‖τ(x⊗ b)‖E⋊ρG ≤ ‖x‖E⋊ρG‖b‖B⋊ρG,
≤ ‖x‖E⋊ρ⊕ρ′G‖b‖B⋊ρG,
et don τ dénit une appliation,
(E ⋊ρ⊕ρ
′
G)⊗π
˜B⋊ρ⊕ρ
′
G
B˜ ⋊ρ G→ E ⋊ρ G,
que l'on note enore τ par abus de notation.
Comme
‖τ(x⊗ b)‖E⋊ρG ≤ ‖x⊗ b‖(E⋊ρ⊕ρ′G)⊗pi
˜
B⋊ρ⊕ρ
′
G
(B˜⋊ρG)
,
l'appliation τ dénit un morphisme de B ⋊ρ G-modules de Banah à
droite de norme inférieure ou égale à 1.
De même, il existe un morphisme de B ⋊ρ G-modules de Banah (à
gauhe)
τ : B˜ ⋊ρ G⊗π
˜B⋊ρ⊕ρ
′
G
(E ⋊ρ⊕ρ
′
G)→ E ⋊ρ G,
de norme inférieure ou égale à 1.
On va onstruire une homotopie entre (iρ,∗(jρ⊕ρ′(α)) et jρ(α) en utili-
sant les nes assoiés à es morphismes.
Soit,
C(τ)> = {(h, x) ∈ (E ⋊ρ G)[0, 1]× iρ,∗(jρ⊕ρ′(E))
>|h(0) = τ(x)},
le ne assoié à τ , et
C(τ)< = {(h, x) ∈ (E ⋊ρ G)[0, 1]× iρ,∗(jρ⊕ρ′(E))
<|h(0) = τ (x)},
le ne assoié à τ .
On pose
C(τ) := (C(τ)<, C(τ)>),
qui est un
(
A⋊ρ⊕ρ
′
G, (B ⋊ρ G)[0, 1]
)
-bimodule de Banah.
Soit C(τ, T ) ∈ L(C(τ)), l'opérateur sur C(τ) déni par la formule
suivante
C(τ, T )>(h, e⊗ b) =
(
t 7→ (T ⋊ρ G)(h(t)),
(
(T ⋊ρ⊕ρ
′
G)>e⊗ b
))
,
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pour (h, e⊗ b) ∈ C(τ)> et C(τ, T )< déni de façon analogue sur C(τ)>.
On a alors le lemme suivant
Lemme 2.23. L'élément (C(τ), C(τ, T )) déni i-dessus est un élément
de Eban
(
A⋊ρ⊕ρ
′
G, (B ⋊ρ G)[0, 1]
)
.
Démonstration. On doit montrer que pour tout a ∈ Cc(G,A) et pour
tout g ∈ G, les opérateurs,
[a, C(τ, T )], a(1− (C(τ, T ))2) et a(g(C(τ, T ))− C(τ, T ))
sont des opérateurs ompats de C(τ).
Soit S = (Sg)g∈G ∈ Cc(G,K(E)) et soit Ŝρ (resp. Ŝρ⊕ρ′) l'élément
de LB⋊ρG(E ⋊
ρ G) (resp. de LBρ⊕ρ′⋊G(E
ρ⊕ρ′ ⋊ G)) assoié à S par la
dénition 2.5 appliquée à la représentation ρ (resp. ρ⊕ ρ′). On a alors
une appliation
ψ : Cc(G,K(E))→ L(C(τ))
dénie par la formule
ψ(S)>(h, e⊗ b) =
(
t 7→ Ŝ>ρ (h(t)), Ŝ
>
ρ⊕ρ′(e)⊗ b
)
,
où S ∈ Cc(G,K(E)) et (h, e ⊗ b) ∈ C(τ)
>
, et où ψ(S)< est déni sur
C(τ)< de façon analogue.
Lemme 2.24. L'appliation ψ induit un morphisme d'algèbres de Ba-
nah de K(E) ⋊ρ⊕ρ
′
G dans L(C(τ)), que l'on note ψ par abus de no-
tation et dont l'image est ontenue dans K(C(τ)).
Avant de démontrer le lemme , remarquons que le lemme suivant
implique le lemme 2.23
Lemme 2.25. Les opérateurs
[a, C(τ, T )], a(1− (C(τ, T ))2) et a(g(C(τ, T ))− C(τ, T ))
appartiennent à l'image de ψ.
Démonstration du lemme 2.25. Si on pose, pour tout a ∈ Cc(G,A),
pour tout g ∈ G et pour tout g1 ∈ G,
S1(g1) := a(g1)(g1(T )− T ) + [a(g1), T ]),
S2(g1) := a(g1)g1(1− T
2)),
et S3(g1) := a(g1)g1((gT )− T )),
de sorte que,
Ŝ1 = [a, T ⋊
ρ G],
Ŝ2 = a(1− (T ⋊
ρ G)2),
et Ŝ3 = a(g(T ⋊
ρ G)− T ⋊ρ G),
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(voir lemme 2.7), alors, par des aluls simples, on obtient,
ψ(S1) = [a, C(τ, T )],
ψ(S2) = a(1− (C(τ, T ))
2),
et ψ(S3) = a(g(C(τ, T ))− C(τ, T )).

Il est lair que les lemmes 2.5 et 2.25 impliquent le lemme 2.23 ar
pour tout a ∈ Cc(G,A) et pour tout g ∈ G, les opérateurs [a, C(τ, T )],
a(1−(C(τ, T ))2) et a(g(C(τ, T ))−C(τ, T )) sont ontenus dans l'image de
ψ qui, d'après le lemme 2.5, est ontenue dans l'algèbre des opérateurs
ompats de C(τ). Cei implique don que (C(τ), C(τ, T )) appartient à
Eban
(
A ⋊ρ⊕ρ
′
G, (B ⋊ρ G)[0, 1]
)
, e qui termine la démonstration du
lemme 2.23. 
Il est lair que (C(τ), C(τ, T )) réalise alors une homotopie entre
i∗ρ(jρ(α)) et iρ,∗(jρ⊕ρ′(α)), et ei termine la démonstration du lemme
2.22. 
Démonstration du lemme 2.5. Soit
(h, e⊗ b) ∈ Cc(G,E)× (Cc(G,E)⊗ Cc(G,B)).
Alors,
‖ψ(S)>(h, e⊗ b)‖C(τ)>
= max
(
sup
t∈[0,1]
‖Ŝ>ρ (h(t))‖E⋊ρG, ‖Ŝ
>
ρ⊕ρ′(e)⊗ b‖iρ,∗(jρ⊕ρ′(E))>
)
,
et don,
‖ψ(S)‖L(C(τ)) ≤ max
(
‖Ŝρ‖L(E⋊ρG), ‖Ŝρ⊕ρ′‖L(E⋊ρ⊕ρ′G)
)
,
≤
∫
G
‖Sg‖‖(ρ⊕ ρ
′)(g)‖End(V⊕V′)dg.
L'appliation ψ dénit alors un morphisme d'algèbres de Banah de
l'algèbre K(E)⋊ρ⊕ρ
′
G dans L(C(τ)), ar
‖Ŝρ⊕ρ′‖L(E⋊ρ⊕ρ′G) = ‖S‖K(E)⋊ρ⊕ρ′G,
(voir la démonstration du lemme 2.8).
On va maintenant montrer que l'image de ψ est ontenue dans l'algèbre
des opérateurs ompats de C(τ). Soit S = (Sg)g∈G ∈ Cc(G,K(E)) et
soit ǫ > 0. D'après le lemme 2.8, il existe n ∈ N et pour i = 1, .., n, il
existe des éléments yi ∈ Cc(G,E) et ξi ∈ Cc(G,E) tels que, l'élément
K = (Kg)g∈G de Cc(G,K(E)) dénit par la formule,
Kg =
∫
G
n∑
i=1
|yi(g1)〉〈g(ξi(g
−1
1 g))|dt,
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vérie l'inégalité,∫
G
‖Sg −Kg‖K(E)‖(ρ⊕ ρ
′)(g)‖End(V⊕V ′)dg < ǫ.
Cei implique
‖ψ(S)− ψ(K)‖L(C(τ)) ≤
∫
G
‖Sg −Kg‖‖(ρ⊕ ρ
′)(g)‖End(V⊕V ′)dg,
≤ ǫ.
Mais, ψ(K) appartient à K(C(τ)), ar
ψ(K) =
( n∑
i=1
|t 7→ yi〉〈t 7→ ξi|,
n∑
i=1
|g 7→ yi(g)⊗ 1〉〈g 7→ 1⊗ ξi(g)|
)
,
=
n∑
i=1
∣∣∣(t 7→ yi, g 7→ yi(g)⊗ 1)〉〈(t 7→ ξi, g 7→ 1⊗ ξi(g))∣∣∣,
et don ψ(S) est approhé par des sommes nies d'opérateurs de rang
1 e qui implique que ψ(S) appartient à K(C(τ)). 
3. Groupes admettant un élément γ de Kasparov
Nous allons maintenant montrer que les morphismes de Baum-
Connes tordus, maximal et réduit, sont des isomorphismes pour
tout groupe G admettant un élément γ de Kasparov égal à 1 dans
KKG(C,C). Pour ei, nous allons d'abord montrer que les morphismes
tordus à oeients dans une algèbre propre sont toujours des isomor-
phismes.
3.1. Coeients dans une algèbre propre. On rappelle qu'une G-
C∗-algèbre B est propre s'il existe un G-espae propre Z tel que B soit
une C0(Z)-G-C
∗
-algèbre au sens de Kasparov [Kas88, 1.5℄ ('est-à-dire
qu'il existe un morphisme Θ de C0(Z) dans le entre de l'algèbreM(B)
des multipliateurs de B, G-équivariant et tel que Θ(C0(Z))B = B).
Par abus de notation, si B est une G-C∗-algèbre propre on identie
C0(Z) à son image dans le entre deM(B). De façon équivalente, B est
une G-C∗-algèbre propre si et seulement si, il existe un G-espae propre
Z tel que B soit munie d'une ation du groupoïde Z⋊G. On renvoie le
leteur à [LG97℄ pour la dénition de l'ation d'un groupoïde sur une
C∗-algèbre. On rappelle tout de même, que si Z est un G-espae, on
note Z ⋊ G le groupoïde dont l'ensemble des unités est Z, l'ensemble
des èhes est le produit artésien Z × G et les appliations soure et
but sont données, respetivement, par les appliations suivantes
s : (z, g) 7→ g.z et r : (z, g) 7→ z.
On note alors (Z ⋊G)(2) := (Z ⋊G)(1) ×(Z⋊G)(0) (Z ⋊G)
(1)
l'ensemble
des éléments omposables de Z ⋊G.
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Si B est une C0(Z)-G-C
∗
-algèbre, on note r∗(B) la C0(Z ⋊ G)-G-C
∗
-
algèbre obtenue omme image réiproque de B par l'appliation r.
On rappelle aussi que si B est une G-C∗-algèbre propre, alors
C∗(G,B) = C∗r (G,B)
(f. [KS03, page 184℄, [HG04, page 192℄). Nous allons montrer le théo-
rème suivant
Théorème 3.1. Si B est une G-C∗-algèbre propre, alors µBρ est un
isomorphisme.
Remarque 3.2. On remarque que si B est une G-C∗-algèbre propre,
alors
B ⋊ρ G = B ⋊ρr G,
ar C∗(G,B) = C∗r (G,B), don le théorème 3.1 implique que le mor-
phisme de Baum-Connes tordu réduit à oeients dans une algèbre
propre est aussi un isomorphisme.
Démonstration du théorème 3.1. On a le lemme suivant
Lemme 3.3. Si B est une G-C∗-algèbre propre, les morphismes
iρ : B ⋊
ρ⊕1G G→ B ⋊ρ G et i1G : B ⋊
ρ⊕1G G→ C∗(G,B),
où l'on note 1G la représentation triviale de G, induisent des isomor-
phismes en K-théorie.
Le lemme implique le théorème 3.1. En eet, d'après le lemme 2.21,
i1G,∗ ◦ µ
B
ρ⊕1G
= µB, où µB est un isomorphisme ar 'est le morphisme
de Baum-Connes usuel à valeurs dans une algèbre propre [CEM01℄.
On en déduit que µBρ⊕1G est un isomorphisme. Comme d'autre part,
iρ,∗ ◦ µ
B
ρ⊕1G
= µBρ et que iρ,∗ est aussi un isomorphisme, on en déduit
que le morphisme de Baum-Connes tordu par ρ à oeients dans une
algèbre propre, µBρ , est un isomorphisme.

Pour montrer le lemme 3.1, on va utiliser un résultat de Laorgue
(f. [Laf02b, Lemme 1.7.8℄. On rappelle qu'une sous-algèbre D d'une
algèbre A est dite héréditaire dans A si DAD ⊂ D. Pour nous, l'intérêt
de ette notion est donnée par le lemme suivant démontré dans [Laf02b,
Lemme 1.7.10℄
Lemme 3.4. Si C est une algèbre de Banah, B est une sous-algèbre
de Banah dense de C et s'il existe une sous-algèbre dense de B qui
est héréditaire dans C, alors B et C ont la même K-théorie.
De plus, Laorgue a montré le lemme suivant (f. [Laf02b, Lemme
1.7.8℄)
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Lemme 3.5. Soit Z un G-espae propre tel que Z ⋊G agisse sur B et
soient s, r : Z ⋊ G→ Z les appliations soure et but, respetivement,
de Z⋊G. Soit Bc la sous-algèbre de B formée des éléments b de B tels
que fb = b pour un ertain f ∈ Cc(Z). Alors D = Cc(G,Bc), l'algèbre
des setions ontinues à support ompat dans Z⋊G de r∗(B), est une
sous-algèbre héréditaire de C∗(G,B).
Nous allons donner ii la démonstration de Laorgue ave plus de
détails par soui de ommodité pour le leteur.
Démonstration. On rappelle que l'on note tout élément f de Cc(G,B)
par l'intégrale formelle
∫
G
f(g)egdg et que dg
−1 = ∆(g−1)dg. Soient
f1, f3 des éléments de Cc(G,B). L'appliation
Cc(G,B)→ Cc(G,B)
f2 7→ f1 ∗ f2 ∗ f3,
se prolonge par ontinuité en une appliation de C∗r (G,B) dans l'es-
pae des fontions f ontinues sur G à valeurs dans B qui vérient la
ondition suivante : il existe une onstante C telle que pour tout g ∈ G,
‖f(g)‖B∆(g)
1
2 < C.
En eet, soit L2(G,B) muni de la struture de B-module hilbertien
donnée par la formule :
〈f, f ′〉B =
∫
G
f(t)∗f ′(t)dt,
pour tout f, f ′ ∈ L2(G,B). On note tout élément de L2(G,B) par l'in-
tégrale formelle
∫
G
egf(g)dg de sorte que B agisse à droite sur L
2(G,B).
Ave es onventions, l'appliation de Cc(G,B) dans L
2(G,B) envoie∫
G
f(g)egdg dans
∫
G
egf(g)dg, don il faut faire attention ave les for-
mules.
Si f =
∫
G
egf(g)dg, on a f
∗ =
∫
G
f(g)∗eg−1dg et don
(f ∗ ∗ f ′) = (
∫
G
f(g)∗eg−1dg)(
∫
G
egf
′(g)dg),
=
∫
G×G
f(g)∗tf ′(gt)dgetdt.
Si on note 1 l'identité de G, ei implique que f ∗ ∗ f ′(1) = 〈f, f ′〉B.
Don, pour tout f, f ′ ∈ Cc(G,B) et pour tout g ∈ G,
‖f ∗ f ′(g)‖B = ‖f ∗ (f
′eg−1)(1)‖B,
= ‖〈f ∗, (f ′eg−1)〉L2(G,B)‖B,
≤ ‖f ∗‖L2(G,B)‖f
′eg−1‖L2(G,B).
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Or,
‖f ′eg−1‖L2(G,B) =
∥∥∥ ∫
G
f ′(tg)∗f ′(tg)dt
∥∥∥12
B
,
=
∥∥∥ ∫
G
f ′(t)∗f(t)∆(g−1)dt
∥∥∥ 12
B
,
≤ ‖f ′‖L2(G,B)∆(g)
− 1
2 .
Cei implique que, pour f1, f3, f2 ∈ Cc(G,B) et g ∈ G, on a les inéga-
lités suivantes
‖f1 ∗ f2 ∗ f3(g)‖B ≤ ∆(g)
− 1
2‖f ∗1‖L2(G,B)‖f2 ∗ f3‖L2(G,B),
≤ ∆(g)−
1
2‖f ∗1‖L2(G,B)‖λ(G,B)(f2)f3‖L2(G,B),
≤ ∆(g)−
1
2‖f ∗1‖L2(G,B)‖f2‖C∗r (G,B)‖f3‖L2(G,B),
où on note λG,B la représentation régulière de C
∗
r (G,B) dans
L(L2(G,B)) de sorte que ‖λ(G,B)(f2)‖L(L2(G,B)) = ‖f2‖C∗r (G,B). On a
don
‖f1 ∗ f2 ∗ f3(g)‖B∆(g)
1
2 ≤ ‖f ∗1‖L2(G,B)‖f2‖C∗r (G,B)‖f3‖L2(G,B),
e qu'on voulait démontrer.
Maintenant, si f1, f3 appartiennent à Cc(G,Bc), e sont des se-
tions ontinues à support ompat sur Z ⋊ G de r∗(B), vu omme
hamp ontinu d'algèbres au-dessus de Z⋊G ; don r(suppZ⋊G(f1)) et
s(suppZ⋊G(f3)) sont des sous-ensembles ompats de Z ⋊ G. De plus,
omme Z est un espae G-propre, l'appliation
(r, s) : Z ⋊G→ Z × Z,
est propre et don le sous-ensemble de Z ⋊G
K := {(z, h)|r(z, h) ∈ r(suppZ⋊G(f1)), s(z, h) ∈ s(suppZ⋊G(f3))}
est ompat.
Soit φ l'appliation qui à deux éléments omposables de Z ⋊G assoie
leur omposée :
φ : (Z ⋊G)(2) → (Z ⋊G)(1)
{((z′, h), (z, g))|z′ = gz} 7→ (z, hg).
Si on dénit un produit ∗ entre les parties de Z ⋊ G de la manière
suivante : pour X, Y ⊂ Z ⋊G,
X ∗ Y := φ(X ×(Z⋊G)(0) Y ),
alors le support du produit d'éléments de Cc(G,B) est ontenue dans
le produit des supports. On a alors que, pour f2 ∈ Cc(G,B),
suppZ⋊G(f1 ∗ f2 ∗ f3) ⊂ suppZ⋊G(f1) ∗ suppZ⋊G(f2) ∗ suppZ⋊G(f3).
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Or, suppZ⋊G(f1) ∗ suppZ⋊G(f2) ∗ suppZ⋊G(f3) ⊂ K, ar :
suppZ⋊G(f1) ∗ suppZ⋊G(f2) ∗ suppZ⋊G(f3)
= {(z, g) ∈ Z ⋊G|g = g1g2g3 ave g1, g2, g3 ∈ G,
(z, g3) ∈ suppZ⋊G(f3), (g3z, g2) ∈ suppZ⋊G(f2),
(g2g3z, g1) ∈ suppZ⋊G(f1)}.
don le support de f1∗f2∗f3 est inlus dans un sous-ensemble ompat
de Z⋊G qui ne dépend que de f1 et f3. On en déduit que pour f1, f3 ∈
Cc(G,Bc) l'appliation f2 7→ f1 ∗ f2 ∗ f3 a pour image Cc(G,Bc), ar
sur le support de f1 ∗f2 ∗f3 la fontion g 7→ ∆(g) est alors bornée. Cei
implique que Cc(G,Bc) est une sous-algèbre héréditaire de C
∗
r (G,B).
Comme, de plus, C∗r (G,B) est égal à C
∗(G,B) ar B est propre, on en
déduit que Cc(G,Bc) est une algèbre héréditaire de C
∗(G,B). 
Démonstration du lemme 3.1. En gardant les notations du lemme
préédent, l'algèbre D est une sous-algèbre dense de B⋊ρ⊕1G G ar Bc
est dense dans B = C0(Z)B. De plus, omme D est une sous-algèbre
héréditaire de C∗(G,B), alors D ⊗ End(V ) est héréditaire dans
C∗(G,B)⊗ End(V ) et omme D ⊗ End(V ) ∩B ⋊ρ G = D alors D est
une sous-algèbre héréditaire de B ⋊ρ G.
En appliquant les lemmes [Laf02b, Lemme 1.7.9 et Lemme 1.7.10℄,
on obtient alors que
iρ,∗ : K(B ⋊
ρ⊕1G G)→ K(B ⋊ρ G),
et i1G,∗ : K(B ⋊
ρ⊕1G G)→ K(C∗(G,B))
sont des isomorphismes. 
Remarque 3.6. D'après le lemme préédent, si B est une G-C∗-algèbre
propre, l'appliation iρ,∗ ◦ i
−1
1G,∗
de K(C∗(G,B)) dans K(B⋊ρG) est un
isomorphisme pour tout groupe loalement ompat.
3.2. Élément γ de Kasparov. On va maintenant utiliser le résultat
obtenu pour les algèbres propres pour montrer que le morphisme de
Baum-Connes tordu par n'importe quelle représentation de dimension
nie de G et à oeient dans une G-C∗-algèbre quelonque, est un
isomorphisme pour tout groupe loalement ompat G qui admet un
élément γ de Kasparov égal à 1 dans KKG(C,C). Le résultat est donné
par le théorème suivant
Théorème 3.7. Soit G un groupe loalement ompat tel que il existe
une G-C∗-algèbre propre A, et des éléments η ∈ KKG(C, A) et d ∈
KKG(A,C) tels que, si on pose γ := η⊗A d ∈ KKG(C,C) on a γ = 1.
Soit B une G-C∗-algèbre. Alors, pour toute représentation ρ de dimen-
sion nie de G, µBρ et µ
B
ρ,r sont des isomorphismes.
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Démonstration. Si A,B,D sont des G-C∗-algèbres, on note σD le mor-
phisme de KKG(A,B) dans KKG(A⊗D,B ⊗D) déni dans [Kas88℄.
Soient A, η et d vériant les hypothèses du théorème. L'injetivité et
la surjetivité déoulent de la ommutativité du diagramme suivant
(3.1)
Ktop(G,B)
µBρ

σB(η)∗
// Ktop(G,A⊗ B)
σB(d)∗
//
µB⊗Aρ

Ktop(G,B)
µBρ

K(B ⋊ρ G)
Σ(jρ(σB(η)))
// K(A⊗B ⋊ρ G)
Σ(jρ(σB(d)))
// K(B ⋊ρ G).
On va démontrer d'abord la surjetivité. Supposons qu'il existe
γ ∈ KKG(C,C) vériant les hypothèses et tel que γ = 1 dans
KKG(C,C).
Le fait que γ soit égal à 1 implique que Σ(jρ(σB(γ))) = IdK(B⋊ρG).
Or, γ = η ⊗A d, don σB(γ) = σB(η)⊗A σB(d) et don
Σ(jρ(σB(γ))) = Σ(jρ(σB(η)⊗A⊗B σB(d))),
= Σ(jρ(σB(d))) ◦ Σ(jρ(σB(η))),
e qui implique que Σ(jρ(σB(d))) est surjetif.
D'autre part,
Σ(jρ(σB(d))) ◦ µ
A⊗B
ρ = µ
B
ρ ◦ σB(d)∗,
et omme A⊗B est une algèbre propre ar A est propre, µA⊗Bρ est un
isomorphisme et ei implique que µBρ est surjetif.
Montrons maintenant l'injetivité. Soit x ∈ Ktop(G,B) tel que
µBρ (x) = 0. On a alors
µA⊗Bρ (σB(η)∗(x)) = Σ(jρ(σB(η)))(µ
B
ρ (x)),
= 0,
e qui implique que σB(η)∗(x) = 0 ar µ
A⊗B
ρ est un isomorphisme. Mais
σB(γ) = σB(η) ⊗A⊗B σB(d), don σB(γ)∗(x) = 0. De plus, le fait que
γ = 1 implique que σB(γ) = 1 et don que σB(γ)∗ = IdKtop(G,B). Cei
implique que x = 0.
Les remarques 2.20 et 3.2 impliquent que la même démonstration est
valable dans le as du morphisme tordu réduit.

Plus généralement, le diagramme (3.1) permet aussi de montrer que
l'existene d'un élément γ de Kasparov implique l'injetivité du mor-
phisme de Baum-Connes tordu. C'est le théorème suivant
Théorème 3.8. Supposons que pour toute partie G-ompate Y
de EG, il existe une G-C∗-algèbre propre A et des éléments η ∈
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KKG(C, A) et d ∈ KKG(A,C) tels que γ = η ⊗A d ∈ KKG(C,C)
vérie p∗(γ) = 1 dans KKG⋉Y (C0(Y ), C0(Y )), où p est la projetion
de Y vers le point. Alors, pour toute représentation ρ et pour toute
G-C∗-algèbre B, les morphismes µBρ et µ
B
ρ,r sont sont injetifs.
Démonstration. Soit x un élément deKtop(G) tel que µBρ (x) = 0. Soit Y
une partie G-ompate de EG telle que x ∈ KKG(C0(Y ), B) et soient
A, η, d et γ vériant les hypothèses du théorème. On va montrer que
x = 0. La ommutativité du diagramme (3.1) implique que σB(η)∗(x) =
0 ar
µA⊗Bρ (σB(η)∗(x)) = Σ(jρ(σB(η)))(µ
B
ρ (x)),
= 0,
et µA⊗Bρ est un isomorphisme (ar A⊗B est une algèbre propre). Mais
σB(η)∗(x) = 0 implique que σB(γ)∗(x) = 0, ar σB(γ) = σB(η) ⊗A⊗B
σB(d).
D'autre part, l'égalité p∗(γ) = 1 dans KKG⋉Y (C0(Y ), C0(Y )) implique
que σC0(Y )(γ)
∗x = x. Or, omme γ ∈ KKG(C,C), on a
σC0(Y )(γ)⊗C0(Y ) x = x⊗B σB(γ).
Cei implique que σB(γ)∗x = x et don que x = 0. La même démons-
tration est valable dans le as du morphisme tordu réduit. 
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